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TRANS1 CIONES ORDEN-DESORDEN EN CRISTP.LES 
CON MULTI POLOS REORI ENTABLES 
I E S I S  PRESENTADA PARA OPTAR AL TITULO DE 
INFORME SOBRE EL TRABA E S I S  DEL LIC. JORGE A. HERNANDO 
En muchos c r i s t a l e s  moleculares t ienen lugar  t rans i c iones  de fase del 
t i p 0  orden-desorden que impl ican cambios en e l  estado o r i e n t a c i o n a l  de las  
mole'culas. Este tema ha s ido  ob je to  de mucho intere's desde hace va r ias  dB- 
cadas, y l o  sigue siendo en l a  actual idad.  En esta Tesis se i nves t iga  un 
pos ib le  mecanismo para esta c lase de t rans ic iones,  seg6n e l  cual  e l  ordena- 
miento de l a s  moldculas es td  regido por  sus interacciones e l e c t r o s t d t i c a s .  
Las mole'culas se representan por  mu l t i po los  puntuales, y l a  p robab i l i dad  
de que tengan una o r ien tac i6n  c w l q u i e r a  se descr ibe mediante un conjunto 
de funciones de d i s t r i b u c i 6 n .  Estas funciones se ca lcu lan haciendo l a  apro- 
ximaci6n de campo promedio. 
Este forma 1 i s m  puede ap l  i carse  a una variedad de modelos (mu1 t i po los  
de d i s t i n t o  orden, c r i s t a l e s  b i -  o t r id imensionales,  presencia o ausencia 
de cargas puntuales y/o de p o l a r i z a b i l i d a d ) .  En es ta  Tesis se inves t igan 
par t icu larmente tses casos, para dos de 10s cuales ( c r i s t a l  t r i d imens iona l  
de cargas y d ipo los  po la r i zab les  y c r i s t a l  bidimensional de cuadrupolos) se 
l og ra  reso lver .  e l  problema en forma anal i t i c a .  E l  segundo db estos rnodelos 
describe sat  is factor iamente l a  t r a n s i c i d n  de fase de una capa de N2 adsorbida 
sobre g r a f  i to .  
Consider0 que 10s resul tados de esta  Tesis const i tuyen. un paso impor- 
t an te  en l a  comprensi6n y descr ipc i6n  de l a s  t rans ic iones orden-desorden 
or ien tac iona les  en c i e r t o s  c r i s t a l e s .  
E l  L i c .  Hernando ha ten ido en l a  rea l i zac idn  de es ta  Tesis un desempe- 
no excelente, ya sea en l a  resoluc i6n de 10s problemas mate&tic,os plantea- 
dos, ya sea por  e l  aporte de ideas o r ig ina les ,  ya sea por  su capacidad de 
t raba jo .  
Deseo destacar que en a Tesis es de excelente n i v e l ,  como 
l o  corrobora e l  hecho de que e l  mater ia l  i n c l u i d o  en l a  misma ha dado lugar  a 
D r .  V i c t o r  M. M. Massid& 
dos publ icaciones en Physica A y o t ras  dos en Computer Physics Comunnica- 
t i ons ,  r e v i s t a s  que se cuentan en t re  l as  miis importantes mundialmente en 
10s temas de f i s i c a  e s t a d i s t i c a  y l a  computaci6n apl icada a l a  f i s i c a  res- 
pectivamente. 
A 1  D r .  Victor Massidda, qui6n a d d s  de sugerirme e l  tema de esta Tesis ,  
me brind6 s u  colaboraciijn en todas las etapas  de este t rabajo .  
A 1  D r .  E. C a s s e l l i  por su apoyo y asesormien to .  
A 10s Dres. Horacio Ceva, HernLn Bonadeo, Enripue Burgos, Lic. Z. Gamba y 
M. Benyacar por sus  a t inadas  observaciones e in te resan tes  discusiones.  
A 10s miembros de l a  DivisiSn FIs ica  d e l  SBlido de l a  Comisi6n Nacional 
de Energia At6mica por e l  ambiente de t r aba jo  que a l l 5  se resp i ra .  
A Marfa Amalia R a f f a e l l i  y Laura Blanco, por e l  veloz y e f i c i e n t e  
mecan~grafiado de e s t a  Tesis.  
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RESUMEN GENERAL 
En la presente tesis se propone un modelo electrostftico para el 
estudio de las transiciones orden-desorden que tienen lugar en algunos 
cristales que poseen mol6culas reorientables. 
En el capitulo I tras una breve recopilaci6n de algunos hechos y 
teorias fundamentales en el campo de 10s fen6menos criticos, se analiza 
el rango de validez de la teorfa de campo promedio. Para ello se 
mencionan dos posibles enfoques: el fenomenol6gico y el riguroso. El 
enfoque fenomenol6gico se basa en un anflisis comparativo de la energia 
global del sistema y de las correlaciones y da lugar a1 denominado 
criterio de Ginzburg. El enfoque riguroso se basa en 10s anilisis 
rigurosos hechos en sistemas donde el potencial de interacci6n es diibil y 
de rango infinito (potencial de Kac). El resultado que se obtiene es que 
en el limite de interacciones con un rango infinito, la teorfa de capo 
promedio es exacta. La consecuencia a extraer es clara: el rango de 
validez de la teoria de campo promedio para un sistema de mol6culas que 
interactuan electroststicamente va a ser mayor cuanto menor sea el orden 
de 10s momentos multipolares interactuantes. 
En el capitulo I1 se formula el modelo que constituye la base de 
esta Tesis. El sistema que se considera es, a nivel formal, una 
estructura cristalina de complejidad arbitraria en cuyos sitios se ubican 
molLculas que se describen con un niimero (en principio infinito) de 
multipolos puntuales reorientables que interacttian electrosti5ticamente. 
La aproximaci6n de campo promedio se formula estableciendo que a) la 
probabilidad de encontrar en una cierta orientaci6n a 10s multipolos 
ubicados en sitios equivalentes de la red esth descrita por una tinica 
funci6n de distribuci6n (que solo varia a1 pasar a un sitio no 
equivalente), b) la interacci6n entre 10s multipolos estS dada por su 
orientaci6n promed3o y c) la funci6n de distribuci6n se calcula 
minimizando la energia libre del sistema. El tratamiento formal general 
se detiene esencialmente en el principio variacional por dificultades 
tzcnicas relacionadas con el c6lculo de las integrales necesarias y el 
desarrollo continua con ejemplos especificos que se consideran en 10s 
capitulos siguientes. 
En el capitulo I11 se consideran cristales tridimensionales. 
Primero se analiza un cristal formado por cargas y dipolos y, despugs de 
mostrar que la inclusidn de la polarizabilidad no altera formalmente a 
las ecuaciones, se resuelve el problem variacional de este caso 
particular. Se aplica la solucidn encontrada a varios sistemas sencillos 
(cristal tetragonal con o sin campo externo, con o sin polarizabilidad) y 
se ve que a pesar de la sencillez de este modelo se encuentran 10s 
aspectos fundamentales de una transici6n ferroelgctrica (o antiferroelgc- 
trica) -paraelGctrica. Tras una consideracign de las limitaciones del 
modelo de dipolo puntual se concluye que el factor fundamental que falta 
tener en cuenta es el momento cuadrupolar. La inclusidn de este momento 
permite considerar 10s efectos del entorno inmediatos de la molEcula as1 
como la forma y tamaiio de Gsta. TambiGn se concluye que 10s cristales a 
10s que se puede aplicar este modelo deben ser cristales donde no se 
produzcan superposiciones de las nubes electr6nicas debido a las 
reorientaciones maleculares. La Gltima seccidn discute una posible 
ampliacidn del modelo de dipolo puntual (la molhcula se describe por 
medio de un ramillete de dipolos) que consigue 10s efectos buscados a 
costa de complicar el anzlisis numGrico de las ecuaciones resultantes. 
En el capitulo IV se consideran sistemas bidimensionales formados 
por cuadrupolos puntuales. Se encuentra una fuerte interrelaci6n entre el 
tip0 de transicidn de fase resultante y la sirnetria tanto de la red 
cristalina como de 10s cuadrupolos all3 ubicados. Finalmente se aplica 
este modelo a un sistema de inter& actual tanto desde el punto tedrico 
como experimental: una monocapa de N2 adsorbida en grafito. Tras una 
breve reseiia de 10s pr incipales  resul tados  experimentales y tebr icos ,  se 
muestran 10s resul tados  de a p l i c a r  e l  modelo desarrol lado.  Los resul tados  
son s a t i s f a c t o r i o s  y l a  G l t i m a  p a r t e  de l a  seccidn incluye una breve 
discusidn de porquS l a  aproximacidn de cuadrupolo puntual  es razonable en  
E l  capf tu lo  V const i tuye  una recopilacidn i n  extenso de l a s  
conclusiones de e s t e  t r a b a j  o y 10s apgndices incluyen d e t a l l e s  t Scnicos 
que no fueron incluidos  en e l  cuerpo p r inc ipa l  de la  Tesis. 
Capftulo I 
ANTECEDENTES GENERALES 
Se mencionan 10s hechor bSricos relacionados con la teorfa de 
transiciones de fase. Se da una idea somera y cualitativa de las teorias 
modernas de 10s fen6menos crfticos y de la aproximaciijn de ca'kpo promedio 
junto con el rango de validez estimado para Lsta. Un anslisis mSs 
detallado puede encontrarse, p.ej. en las monograffas de Stanley (1971), 
Ma(1976), Patashinskii y Pokrovolsii (1979). 
1. Transiciones de fase y magnitudes asociadas 
El campo de las transiciones de fase, en particular la teorfa de 
10s fentimenos crIticos,ha experimentado un desarrollo explosivo en 10s 
Gltimos aiios. 
En las transiciones de primer orden una o 16s derivadas de la 
energfa libre con respecto a la temperatura o a algGn "campo ordenador" 
J, son discontinuas (ejemplos comunes para el campo J eon el campo 
magnstico para un imGn, el potencial qufmico (o la presi6n) en un flufdo, 
etc.). La curva de coexistencia se define, en el espacio de las variables 
termodinhicas, como la curva sobre la cual dos fases diferentes pueden 
coexistir. Estas fases estsn caracterizadas por dos valores diferentes de 
la variable termodinsmica bssica conjugada a1 campo J (la magnetizaci6n 6 
la densidad en eL ejemplo anterior, figura 1-1): el parhetro de orden 
Fig. 1-1 Diagram de fases tipico de un imiin. El campo 
ordenador es el magngtico, las flechas indican 
las posibles direcciones de magnetizacien, la 
llnea llena es la curva de coexistencia qua 
termina en Tc y la doble flecha indica trayec- 
torias analfticas alrededor del punto crftfco. 
En la fig. 1-1, se indica que la curva de coexistencia puede tener 
un fin (no necesariamente es siempre asi* la curva de coexistencia 
liquido-s6lido aparentemente no tiene fin). El punto en el gue tenaina es 
el punto crftico. A medida que el sistema se acerca a1 punto critico las 
dos fases coexistentes se vuelven cada vez &s parecidas y, por encima 
del punto critico, desaparecen las diferencias entre ellas; se puede ir 
alrededor del puqto crftico de aaanera continua. Generalmente el parhetro 
de orden se anula en el punto critic0 ( T ). La pregunta bPsica es: - 
C 
ihay una definicien "fundamentaltt del parzmetro de orden?. La 
termodin&ica no ayuda,pues usando transformaciones de Legendre se puede 
pasar a la descripci6n en las variables que se desee. Un punto importante 
a destacar es que, mientras se puede tener fases coexistentes con 
distintas "densidades" (p. ej. +Bi )I -M 6 J: y P ), la. temperatura y todos 
L G  
10s otros campos (p. ej . H 6 p) deban ser 10s mismos en todae las f ases. 
Por lo tanto, el parhetro de arden debe ser una "densidad". En general, 
el pardmetro de orden se elige coaao la variable local de m a o r  orden en 
las variables bfsicas que se a e l a  "rde estrechamentel' a la transicidn. 
Esto es muy vago, per0 no hay r&&l,as precisas que definan a1 parsmetro de 
orden de manera matemiitica. 
Una idgen de lo que sucede en las cercanfas del punto crftico se 
obtiene estudiando la conducta de la energia libre y, fundaamntalmente, 
de sus derivadas a medida que el aiatemat se aproxima a1 ~&sCQ cr$oico 
siguiendo deteminadas trayectorias. La idea subyacente es we, d & i b  a 
la existencia de orden espoatSneo debajo del punto crftho y a su 
ausencia por encima de dicho punto, el punto crftico debe ser un punto 
donde la energfa libre no es analitica. En la mayorfa de 10s casos la 
ecuaci6n de estado se describe por medio de leyes potencialee y, la 
informacidn relevante sobre cdmo varian las magnitudes fisicas del 
sistema se encuentra en 10s exponentes crzticos. Si se indica por? a1 
parzmetro de orden y con 
se indica el apartamiento relativo de la temperatura respecto a la 
crftica, 10s principales exponentes criticos se definen por 
donde 
7( es la susceptibilidad i s o & ~ ~ c a  y C es el calor especlfico. Los 
exponentes criticos CX , p , zf , no son todos independientes: la 
hipdtesis de "scaling" debida a Widom (1965a,b), Kadanoff (1966), Domb y 
Hunter (1965), Patashinskii y Pokrovskii (1966) establece que hay dos 
exponentes criticos independientss. Dfcha hipdtesis se expresa diciendo 
que la energia libre es una funcidn homngEnea generalizada; esto es, 
existen dos parsmetros at , aT tales que 
para cualquier valor del nhero 2 . Esta hipdtesis no especifica el valor 
de 10s parsmetros a t  , a= , o sea, no determina 10s valores que toman 
10s exponentes del punto critico. Una gran cantidad de materiales tienen 
(j C 0.32, 1 ( ~  1.24. Lo que es ampliamente variable es cuan cerca del 
punto critic0 hay que llegar para encontrar este valor de 10s exponentes 
criticos; ese es un punto a1 que se retornarh en el marco de la discusiSn 
de la aproximacidn de campo promedio (secci6n 1-2). Sin embargo, el punto 
a destacar es que el concepto de regidn critica no es un concepto 
preciso; no sdlo puede variar de sustancia a sustancia, sin0 que tambiEn 
depende de la propiedad de que se trate aGn dentro de la mi- sustancia. 
2. ~eogfas de fen6menos criticos 
La G g e n  ffsica resultante de la seccidn anterior es que en el 
entorno del punto critico el comportamiento del sistema se ve dominado 
por las fluctuaciones. Esto es una consecuencia de que la respuesta del 
sistema (dada por la susceptibilidad) diverge para pequecas excitaciones. 
Dicho de otro modo, la longitad de correlacidn diverge en el punto 
critico. 
Por lo tanto es razonable pansar que 10s exponentes criticos deben 
ser bastante insensibles a 10s detalles del potencial de interaccidn y 
que su valor es determinado por caracteristicas miis .tJlebalebcomo la 
dimensionalidad del espacio, simetrias globales del hamiltoniano, rango 
del potencial, etc. Esta afirmaci6n es lo que se conoce corn hip6tesis de 
universalidad y fue propuesta y desarrollada por Kadanoff (1966, 1977). 
De manera muy cualitativa, el argument0 de Kadanoff es el 
siguiente: para fijar ideas, se considera el modelo de Ising. En este 
modelo, en cada sitio de una red cristalina, se ubican espines que 
interactiian solo con sus primeros vecinos y pueden tomar uno de dos 
valores posibles. El hamiltoniano de Ising se escribe entonces como 
Las variables s son nheros que pueden valer 21, J da la interacci2in 
entre primeros vecinos (simbolirados por ct()) y kindica un acoplamiento 
con un campo externo. En unidades de la constante de red, Kadanoff 
consider6 el agrupamiento de 10s sitios iniciales en bloques de tamaiio L 
y por lo tanto obtuvo un problem similar con constante de red L. Cerca 
del punto crftico, la longitud de correlacib 7 es mucho mayor que la 
constante de red y se puede encontrar un L que satisfaga 
Por lo tanto, cada bloque contiene muchos espines individuales 
fuertemente correlacionados (pues estiin a distancias cc f ) que en su 
mayoria apuntan en la misma direccidn. Por consiguiente se les puede 
asociar un parsmetro de orden local /wd (donde numera 10s bloques) que 
juega el mismo papel que el espin individual si. Por supuesto que hay 
correlaciones entre 10s bloques pero, si la hip6tesis de universalidad es 
corrrecta, las correlaciones entre 10s deben tener la misma estructura r;( 
que las correlaciones entre 10s s En otras palabras, el parhmetro de i' 
escala L es irrelevante. El &todo equivale a ir eliminando grados de 
libertad del problema y el Gnto crItico del sistema de bloques debe ser 
el mismo que el del sistema original. El planteo matemiitico de esta 
transformaci6n de escala es el del grupo de renonaalizaci6n.y fue hecho 
por Wilson (1971a,b, 1972) y Wilson y Fisher (1972). Como en este 
problema la escala es irrelevante lo que se hace es plantear la ley de 
transformaci6n, iterarla y buscar 10s puntos fijos de esa transformaci6n 
cuando se la aplica a1 hamiltoniano. Esta descripci6n no se hace miis 
precisa porque la teorfa de grupo de renormalizaci6n no va a ser usada en 
este trabajo. 
La otra teorfa que se usa para 10s fen6menos crfticos es la teorfa 
de campo promedio. En esta teorfa se parte de la observacih que el 
conjunto de espines sobre la red es la fuente de a1 menos m a  parte del 
campo magnEtico, el campo molecular. En la aproximacidn de campo 
promedio, ese campo es producido por 10s espines tomando su ooientaci6n 
promedio. Si 10s espines se ignoran mutuamente, este campo no existe. Si 
estzn orientados a1 azar, sus efectos mutuos se cancelan. Sdlo puede 
haber campo molecular promedio si hay alguna polarizacidn promedio, que 
da lugar a un campo que a su vez aumenta la polarizaci6n y asf 
sucesivamente. Este mecanismo de cascada se ve por supuesto limitado por 
la energIa tErmica que actiia en el sentido de desordenar a1 sistema. Es 
evidente que este es un fen6meno de tipo cooperativo en donde cada espin 
detecta, de manera directa o indirecta (a travEs de un cierto niimero de 
intermediaries), la orientacign de un gran nGmero de espines. Si las 
interacciones son de corto alcance, la mayor parte del campo molecular se 
debe a largas cadenas de mol6culas vecinas que tienden a actuar de manera 
coherente-. 
medida rango de la interacci6n crece, niime ro 
interacciones directas crece aentras que las cadenas de interaccidn 
indirecta no, de mod0 que el efecto relativo de las fluctuaciones 
moleculares decrece. Por lo tanto, es de esperar que la teoria de campo 
promedio sea tanto mejor cuanto Myor sea el rango de la interaccidn. El 
problema bdsico de estimar la bondad de la aproximacidn de campo promedio 
en funcidn del rango de la interacci6n ha sido considerado esencialmente 
por dos caminos distintos: uno de ellos fenomenoldgica y el otro 
riguroso. 
El enfoque fenomenolBgico se debe a Ginzburg (1960). El argument0 
esencial de Ginzburg es que la teoria de campo promedio falla crrando.las 
fluctuaciones son del mismo orden que el parketro de orden. Lo escribe 
en tCrminos cuantitativos a1 comparar la energfa global del sistema con 
la energla debida a las correlaciones y obtiene el as3 llamado criterio 
de Ginzburg. Este criterio aplicado a He lfquido da corn resultado que 
para bT=T-Tc O.l°K la teoria de campo promedio no es aplicable y es 
aproximadamente en ese rango que se desarrolla la anomalfa en el calor 
-14 
especlfico. Aplicado a superconductividad da ~ T s  10 OK qm explica 
porquz no se han observado correcciones debidas a fluctuaciones en la 
teoria BCS. Para ferroel6ctricos con interacciones dipolo-dip010 la 
-3 
estimacidn es miis incierta per0 da A T  ,- 10-' - 10 K para Tc- 300 K. 
El enfoque riguroso comienza en una serie de trabajos (Kac et al. 
(1963), Uhlenbeck et al. (1963), Hemmer et al. (1964) y H-r (1964)) 
que consideraron un fluido unidimensional con un potencial cle interaccidn 
de a pares dado por 
Estos autores calcularon exactamente la funci6n de partici6n en el lhite 
termodindmico (L 4 oo , N-cso  , 1 = L/N constante y finito) Para b/ 
finito el rango de la fuerza atractiva es finito y el sistema no tiene 
una transici6n de fase, tal como sucede con sistemas unidimensionales con 
potenciales de rango finito (van Hove (1950)). Sin embargo, si se toma el 
lfmite \I40 de tal mod0 que la integral 
permanezca finita (es decir una fuerza d6bil per0 de muy largo alcance: 
es el limite de van der Waals) entonces aparece una transici6n de fase 
que es descripta exactamente por la ecuacidn de van der Waals 
junto con la regla de Maxwell. Este resultado fue posteriormente ampliado 
a potenciales is6tropos,dbbiles y de largo alcance en tres dimensiones 
(un resumen del trabajo hecho en este temi puede verse en Hemmer y 
Lebowitz (1976)) y las conclusiones son las mismas que en el caso 
unidimensional: la teoria de van der Waals (que es una teor5a de campo 
promedio) es exacta en el limite de un ~otencial in£ initamente dEbil con 
un rango infinitamente largo. 
En resumen, es de esperar entonces que la teorfa de campo promedio 
d6 una descripci6n razonablemente precisa de 10s efectos electrostdticos 
(siempre y cuando la contribucih fundamental no sea de ~lultipolos de 
orden muy alto) sobre las transiciones de fase que tienen cristales con 
grupos moleculares reorientables, 
Capitulo I1 
FORMULAC ION DEL MODEX0 
Se discute el modelo de multipolos interactuantes y se escribe su 
energfa libre. Seguidamente esta se escribe en la aproximaci6n de campo 
promedio y se desarrolla el formalismo variational. En este capftulo se 
amplfan conceptos formulados en Eernando y Massidda (1978). 
1.- Energia electrostdtica 
Se tiene una distribuci6n de cargas f)(x')localizada en un entorno 
del origen de coordenadas. Sus momentos multipolares con respecto a dicho 
origen son 
o sea, por ej. 
y se entiende que en el caso n=O, el momento correspondiente es la- carga 
total q. La energia electrostdtica de esa distribuci6n de carga bajo la 
influencia de un campo externo cuyo potencial es (big) , es (Jackson 
(1962), pag. 101) 
se indica 
y se suma (desde 1 a d=dinsensidn del espacio) sobre 10s subindices 
griegos repetidos. 
El sistema fisico general que se considerard est5 formado por 
3 
distribuciones de carga g(j?) centradas en 10s puntos R3 . Estas 
posiciones son arbitrarias per0 fijas y, si a cada distribuci6n de carga 
(3. 
se la representa por sus momentos multipolares &.. -dp , el potencial 
4 
La prima en la sumatoria sobre el conjunto de vectores posici6n 5 
indica que si el punto campo ? coincide con alguna de las fuentes, dicha 
fuente debe omitirse. 
La energfa de esta distribucidn se calcula "prendiendo" de manera 
i 
simultbea todas las distribuciones de carga de tal mod& que en. un 
+ 
instante arbitrario exista,en todos 10s puntos R-J , la m i m a  fracci6n 
del valor final de la distribuci6n de carga. El trabajo necesario para 
pasar de la distribuci6n con el conjunto de momentos multipolares 
y, como las magnitudes dependientes de son funcionas homogiineas de 
grado 1, la integraci6n en entre 0 y 1 es inmediata y se obtiene 
3 
J 
Si el conjunto lzy\ describe un cristal y ese cristal puede 
descomponerse (en un sentido geomstrico) en s subredes, entonces 
ZJ es equivalente a1 par ordenado { i J  $3 , donde i-l..,s indica 
subred y $=(ml, m2, 9) ubicacih dentro de la subred. Debe notarse que 
aunque las distribuciones de carga situadas en 10s nodos de una misma 
subred Sean iguales entre sf (p.ej. mol6culas de agua)eso no quiere decir 
que en un instante cualquiera las componentes cartesianas de sus momentos 
multipolares lo vayan a ser (debido a las fluctuaciones estadfsticas sus 
orientaciones no son, en general, las mismas). Es en este sentido que se 
tipifica a la descomposicibn en s subredes cow> geomgtrica. 
Dividiendo por e.1 volumen total V para obtener la densidad de 
energfa b se obtiene T ' 
Esta expresibn es totalmente general y para poderla manejar se deben 
hacer algunas aproximaciones. Para ello se introduce el volumen de la 
celda unidad V =V/N (Nano de celdas widad en el cristal), la densidad de 
momento multipolar T = t / r ,  se hace la hipetesis que T no depende de j 
a la posiciBn m dentro de la subred j y se omite la interacci6n 
carga-carga (k=p=O) pues, desde un punto de vista orientacional, es una 
constante (esta omisibn se indica primando la suma sobre k,p).  Indicando 
a esta densidad de energia con t), se la puede escribir-en.la forma 
con 
En general, 10s coef icientes S 
, S g i  van a depender de la forma 
del cristal mientras que 10s S de orden superior no ( ver p.ej. Massidda 
y Hernando (1980)). Si se considera que el cristal tiene forma de 
"plldorall+ con sus tapas cortocircuitadas, el coef iciente S i jid toma un 
valor bien definido e independiente del origen de coordenadas siempre y 
cuando dste no se ubique cerca del borde del cristal. En la energfa 
electrostltica el factor S i j ; a p  se reemplaza por el factor de Lorentz 
fij;"~ (ver p.ej. Kittel (1971) 6, con d s  de talles en de Wette y 
Schacher (1965)) 
que depende ~ 6 1 0  de la estructura cristalina. Por lo tanto, 10s 
coeficientes S toman valores bien definidos que resultan ser 
independientes de 2 (pero dependientes de i). 
La aproximaci6n de que dentro de cada subred-todos 10s muItipolos 
tienen la misma orientaciSn promedio y que la interacci6n que siente cada 
multipolo es la misma, correspondiente a todos 10s otros multipolos fijos 
en una cierta orientaciSn es, cuando se la suplementa con la formulacidn 
variacional a describirse en la secci6n 11.4, la aproximaci6n de campo 
promedio. Es importante destacar que no se quiere obligar a Las molSculas 
de cada subred a permanecer todas paralelas y con la misma' orientacidn. 
Lo que se va a elaborar en las secciones sigulentes de este capftulo es 
una hipdtesis estadfstica: dentro de cada subred las molLculas tienen la 
misma probabilidad de tener una orientaci6n dada y esa probabilidad varfa 
de subred a subred. 
+ Un cristal con forma de pfldora es circular en el plano x-y, su 
extensidn en z mucho menor que sus dimensiones en el plano x-y y se lo 
hace tender a infinito manteniendo la forma. 
' ! '  
4 6  
Un punto que merece seiialarse con respecto a las ecuaciones 
I es que, como 
.... q p...pp es una suma de derivadas de 
orden H p ,  cualquier truncado consistente en la ecuaci6n de la energfa 
debe basarse en el orden lctp de 10s S y no en el orden de 10s ij 
multipolos, es decir, por ej. la interaccidn dipolo-diplo es tan 
importante como la interacciZin carga-cuadrupolo. Este es un hecho que no 
siempre es tenido en cuenta en la literatura (p.ej. Herzig y Neckel 
(1979) omiten considerarlo). Las igualdades 
son una consecuencia obvia de la definieign de 10s S 
2. Entropfa 
(@ = l/KT) y la probabilidad de encontrar s particulas cualesquiera en el 
La temperatura se introduce teniendo en cuenta que la agitacidn 
tLrmica impone un enfoque probabilistico. Una manera de realizar este 
programa es mediante el formalismo de las funciones de distribucign. Si 
el sistema interact* con un hamiltoniano HI, la funci6n de partici6n 
configurational Q es 
C 
estado descripto por las coordenadas i s 3  estP dada por la funciQ de 
distribuci6n de s particulas (para &s detalles, ver p.ej. Balescu 
(1975)). 
Tomando el gradiente se.ve que gs(j5)) satisface 
que es la famosa jerarquia de Bogaliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon (BBGKY) 
para sistemas en equilibrio. Las cantidades (l), v(1,j) son 
respectivamente iguales a1 potencial externo y a1 potencial de 
interacci6n de a pares. La ecuaci6n (11.16) afinna que el rniembro de la 
derecha es la suma de la fuerza externa sobre la particula 1, de las 
fuerzas de interacci6n de las s-1 particulas restantes con la 1 y de la 
fuerza que sale de interactuar la particula s+l con la 1 pesada con la 
probabilidad conditional de encontrar s+l particulas en un estado dado 
cuando s de ellas se mantienen fijas. Es decir, ~~bj8  4.({33) da la 
fuerza promedio que hay sobre una partfcula arbitraria cuando se deja 
-pN.!. 
fijo un racimo de s particulas y, si se escribe gs({5) )=e 
se dice que W ( { 5 )  ) es el potencial de fuerza promedio. Esta 
s 
particularmente Gtil mSs adelante (ver secci6n 11.4) 
Retornando a1 problem de esta secci611, se tiene que la entropia 
puede escribirse coma 
F, es la energia libre. Usando las ecuaciones 11.14,15) se obtiene 
inmediatamente 
Bajo la hip6tesis de que para conocer el estado del sistema de N 
particulas (o sea j,,,[{~)) ) alcanza con conocer el estado de una 
cualquiera (gl(l). lo que impliea cortar la jerarquia (1116)) indieando 
a las partfculas mediante la notaci6n is$ de la secci6n anterior y 
considerando que la funci6n de distribuciSn es la misma para cualquier 
partfcula de una subred dada (no depende de if, s610 de i), 10s Gnicos 
grados de libertad que quedan para ser integrados son 10s rotacionales y 
la entropia por unidad de volumen se escribe como 
donde con L3 se indica a1 iingulo sSlido y se ha hecho el cambio (sin 
importancia) en la normalizaci6o de la funcib de distribuci6n, de tal 
mod0 que 
y, de ahora en adelante, el subindice i en gik) indicarii 'subred y no 
cantidad de particulas descriptas por gi(~). . 
Para poder escribir la energia libre 
como una f uncional explZcita de las f unciones de dis tribuciSn previamente 
hay que escribir la energfa electrostiitica de esa manera. Para- ello es 
necesario escribir las componentes cartesianas de 10s momentos 
multipolares como funci6n de la orientaci6n molecular. Introduciendo 10s 
iingulos de Euler y simbolizando la matriz de rotaci6n en la descripci6n 
de sistema de coordenadas fijo y cuerpo rotante por GPW) (Goldstein 
(1953), ec.4-47) se tiene que 
Como cada dngulo debe ser pesado con la funcidn de distribucih de 
probabilidad, el momento multipolar que interviene en la energfa 
electroststica es 
(0) 
T;; a($--- ds es el valor del momento multipolar en la orientaciBn de 
referencia y, de ahora en adelante y siempre y cuando no exista peligro 
de confusiSn alguna, se omitir5 el suprafndice 0. De este modo, uniendo 
las ecs. (11.9,11.20 y 11.24) queda expresada la densidad de energla 
libre como funcional expllcita de las funciones de distribuci6n de una 
partlcula gi ( W ) 
4. Principio variacional 
El teorema de Peierls (1938) (Huang (1963) pSg.220) establece el 
siguiente principio variacional para la energfa libre: sf H es el 
hamiltoniano de un sistema y / / @ f  un conjunto ortonormal (no 
necesariamente completo) de funciones de onda, entonces la energla libre 
satisface la desigualdad 
Si 1111)) es el conjunto completo de autofunciones de 8, entonces vale el 
signo igual. 
En nuestro caso, lfmite clSsico y descripcidn probabilistica 
agotada con la funcidn de distribuci6n de una particula, lo que hay que 
hacer es encontrar la funci6n de distribucidn de una particula que 
minimice la energia libre. Esta es la aproximaci6n de campo promedio: la 
mejor teoria que se puede hacer con funciones de distribuci6n de una 
particula. Por lo tanto.el procedidento a seguir es minimizar la energza 
libre con la condici6n de vfnculo de que la normalizaci6n de las 
funciones de distribucidn no varie. 
\ 
Para ello, se introducen llultiplicadores de Lagrange , y la 
funcional a minimizar es 
Para minimizar la energia libre hay que calcular la derivada funcional 
de f respecto a las funciones de distribucidn J;(w] 
y usando las propiedades de simetrfa de 10s S frente a permutaciones en 
i j 
sus subindices (ecs. (II.12,13)), queda 
La cantidad encerrada en la llave es la derivada funcional de $ respecto 
\ 
de gi(W) yr si se pide que la energia libre sea estacionaria frente a 
variaciones arbitrarias en las funciones gi(w), dicha cantidad debe 
anularse. El resultado es un sistema de s ecuaciones integrales en las 
g .  Como el nGcleo de estas ecuaciones integrales es separable en la 
la t6cnica que se usard para revolver el sistema consiste en escribir, 
mediante argumentos ffsicos, m a  expresi6n adecuadamente parametrizada 
para las funciones de distribucien gi( W ), calcular seguidamente la 
integral en la variable W' y de esta manera reducir el sistema de 
ecuaciones integrales a un sistema algebraic0 no lineal. 
En base a la interpretaci6n dada en la seccien 11.2 a la funci6n de 
distribuci6n como gl (1) = exp [ - ( 3 ~ ~ ( 4 1 ]  con W1 (1) el potencial de fuerza 
promedio y, dada la forma funcional de la energfa electroststica 
(ecuaciones 11.9 y 11.5) es natural ensayar la forma funcional 
Q'J donde 10s tensores +d,..*..,von magnitudes a evaluar y la s u u  sobre 10s 
i[ndice~{~\ indica 10s momentos multipolares existentes en la subred i. 
. Con esta forma funcional, el problem matemiitfco se reduce a calcular la 
constante de normalizaci6n Ai, pues si 
es evidente que 
y de esta manera el sistema de s ecuaciones integrales (ver ec.II.29) se 
reduce a un sistema de s ecuacionee algebraicas para 10s tensores ui. 
El problem matemiitico de calcular la integral (11.32) se divide, 
en este trabajo, en tres casos. En primer lugar el modelo se puede 
simplificar esencialmente de dos maneras: 1) 10s multipolos que se 
consideran son exclusivamente carga y dipolo en un cristal 
tridimensional; 2) se permite la existencia de momentos multipolares 
superiores a1 momento dipolar, per0 el cristal en el que se ubican es 
bidimensional. En el caso 1) 10s tres Sngulos de Euler se reducen a 10s 
Sngulos 0, de las coordenadas esfkicas y en el caso 2) se reducen a1 
Sngulo 7 de las coordenadas polares. El tercer caso surge de nuestro 
convencimiento que la integral general (11.32) no es analfticamente 
soluble. El enfoque es escribir (en un cristal tridimensional) 10s 
momentos multipolares superiores a1 dipolo en t6rminos de dipolos y de 
esa manera retornar esencialmente a1 caso 1). Los casos 1) y 3) se 
discuten en el capitulo III., y el 2) en el capftulo IV. 
Capftulo I11 
DespuGs de unas breves consideraciones generales, se discute el 
modelo de dipolos puntuales en un cristal tridimensional (ver Hernando y 
Massidda (1978)), se discuten algunos ejemplos sencillos, se calculan las 
magnitudes ffsicas miis~relevantes y, luego de reseiiar las limitaciones 
del modelo de dipolos puntuales, se discute una propuesta que generaliza 
este modelo a1 caso de multipolos puntuales. 
. 1. Consideraciones generales 
El primer mecanismo que se propuso para explicar una.transici6n de 
fase ferroelgctrica-parael6ctrica fue el desordenamiento de la8 molCculas 
de H20 (fuertemente polares) en la sal de Rochelle (ver Eowler (1955) 
pag.810) y luego se lo desech6 corn consecuencia del &it0 de las teorfas 
basadas o en el desplazamiento relativo de subredes cargadas o en el 
desordenamiento de protones en un potencial del tipo dobLe pozo (ver 
p.ej. Lines y Glass (1977)). Sin embargo, hay cristales que contienen 
mol6culas fuertemente polares (p.ej. agua) y cuya estructura eristalina 
lea permite tener un desorden orientacional (p. ej . N a  NOt, ferrocianuro 
de potasio trihidratado (KFCT), K Fe(CN)6.3H20) y cuya conducta 4 
ferroelgctrica parece deberse a1 ordenamiento de 10s momentos dipolares 
permanentes (para el Na NOg, ver Megaw (1973) y para el KFCTS mssidda 
(1978). Por otra parte, es obvia la importancia de la polarizabilidad en 
el estudio de la ferroelectricidad, importancia que en la secci6n 111.2 
se ver6 que puede ser no s61o cuantitativa sino tambi6n cualitativa. 
Por las razones ya mencionadas, d s  las que se exponen en la 
secci6n 11.4, el sistema que se comenzarii a estudiar estii formado por N 
subredes en cada una de las cuales hay, 6 cargas q i' 6 dipolos pi, ambos 
con polarizabilidad is6tropa dt (i - 1,. . . , N) 6 ambos. 
M t r r  
.L"- 
: .d 
2. Inclusi6n de la polarizabilidad 
La polarizabilidad dl de la distribuciSn de carga i se define 
afirmando que dicha distribuci6n posee, adem& de sus momentos 
multipolares permanentes, un momento dipolar inducido pi nd por el campo 
local Fi: 
Por lo tanto, el momento dipolar total en la subred i es 
-. 
rper donde p es el momento dipolar permanente. Corn el proceso de 
"prendido" simultSneo de loa momentos multipolares descripto en la 
secci6n 11.1 es independiente de la existencia o no de momentos dipolares 
+ inducidos, se concluye que la ecuaci6n (11.9) sigue siendo vslida . En 
este caso, en el cual las interacciones que se eonsideran son 
-+ 
carga-dip010 (q-p) y dipolo-dip010 (p-p), simbolizando con Pi la densidad 
de momento dipolar total en la subred i queda, usando la ec. (11.12) 
+ 
Estrictamente hablando, se esti desprecianio una contribuci6n a la 
energfa que es el "trabajo de polarizacign debido a la deformaci6n de 
'i 
la deformaci6n de' la nube electr6nica (ver Biittcher (1973)). 
Definiendo un campo elgctrico de origen i6nico E 
9 
j ;d 
a1 que eventualmente se le puede adicionar un campo elgctrico de origen 
externo (que se precisa inclulr para la consideracidn de la 
- q  -.ext 
susceptibilidad dielgctrica) se tiene, con Ei = Ei + E (campo total) 
Como el formalismo desarrollado en el capltulo anterior presupone que 10s 
momentos multipolares rotantes son momentos permanentes y el momento 
inducido depende del campo local, lo primero que hay que hacer es probar 
que la energia electrost6tica se puede reescribir con la misma forma 
Suncional que en (111.5) per0 con coeficientes eventualmente distintos. 
-w 
Para ello, lo primero es escribir el campo local Fi 
y sustituyendo (111.6) y (111.1) en (111.2) queda 
o sea 
zz 
Definiendo las matrices M (que dependen solo de la estructura 
id 
cristalina y no de la temperatura) 
e indicando con Qij sus  inversas,  se t i e n e  que 
Insertando (111.10) en . (111.5) y no incluyendo 10s tLrminos de in terac-  
ci6n carga-carga, se l l e g a  a e s c r i b i r  l a  energfa e l e c t r o s t s t i c a  como 
. donde 
Cornparando (111.11) con (111.3) vemos que, desde un punto de v i s t a  
formal, la  inc lus i6n de la  polirr izabil idad no representa  un prob lem 
nuevo, solo  redef ine  algunos coef ic ientes .  
3. Soluci6n del problem variac&$m.& 
a .  
El sistema explicito a resolver es, en este caso (ver ec. (11.28)) 
4 - 
donde se ha representado a1 vector Pi como Pi - Pi(cl(~),e2(~),c3(w)), 
10s C. ( w )  indican a 10s cosenos directores de la diraccion Us(&,?) en 
coordenadas esfgricas. Escribiendo 
problema es, tal como se afirm6 a1 final del capitulo I1 
(ecs.(II-30-32)) calcular la integral 
En el apSndice A se calcula esta integral. El resultado de este caculo 
es (ver ap.A) 
donde 
y usando (11-32) se 'tiene que 
donde 
n 
L (x) es la f uncibn de Langevin $fa fig. 111.1 se graf ican A(r) y L(x) . 
fig. 111.1 Funci& da Langevin y funcib asociada L ( x )  
- - - - - - - -  
En particular, -I[ ill) se comporta para x 1 como 
El sistema (111-14) queda 
0 sea 
Se ve claramente que e es el cociente entre la energia de uo dipolo Fi i 
(Pi = ) en un campo externo Gi y la energia t M c a ;  
sij es el 
cociente entre la energia electrostLtica de un dipolo en uncampo r; 
/c U provocado por una polarizaci6n uniforme pj/ cr y - la energk J 
Los momentos dipolares pennanentes se calculan.. como 
perm 3 Ksjd = 1; di;d Ai 
y sustituyendo en la ec.(III-10) se calcula el momento dipolar total. Por 
lo tanto, una vez resuelto el sistema de ecs. (111-25) se tiene toda la 
informacidn bCsica necesaria. 
Otro resultado interesante se obtiene escribiendo 
y se obtiene que en el lfmite de u+ =u es 
La demostracidn es sencilla. Como cuando W '  #ao el exponente en la 
u 
ecuacisn de ni(u) es menor que u y A , entonces ni(w) se anula 
para u4&, w+ub. Pero la normalizaci6n de ni(u)) se mantiene y, de ah: 
resulta la ec. (111-30). Del sistema de ecs. (111-25) se ve que.u+= en 
el caso T-rO por lo que la ec. (111-30) corresponde a1 caso fisicamente 
razonable que 10s dipolos quedan fijos en una direccisn determinada a1 
bajar la temperatura hasta OK. 
La seccidn finaliza con un an6lisis cualitativo de la relacidn 
entre las soluciones del sistema (111-25) y las propiedades 
ferroelEctricas del cristal 
a) En el caso que el campo local se deba exclusivamente a las 
interacciones dipolo-dip010 (Gi;* -0) siempre existe la soluci6n trivial 
"i; a = 0 (ni(w) = 1) que corresponde a tener 10s dipolos totalmente 
desordenados, es decir, en promedio tanto 10s dipolos penuamentes como 
10s inducidos (en este caso) se anulan. Es la fase paraelgctrica (PE). 
Pero tambign puede ser que existan soluciones con a1 menos un Ll i;d 
distinto de cero. Como si Cli;* es solucidn, tambidn lo es - L) i;o( ) estas 
soluciones corresponder6n a algiin tip0 de ordenamiento ferroelgctrico 
(FE) que dependerg de 10s signos y valores relativos de 10s UfjW . Cual 
de las dos soluciones resulta fisicamente admisible se decide en base a 
cual tiene menor energla libre y la temperatura de transici6n Tt entre 
dos fases 1 y 2 se obtiene de la condici6n 
b) En el caso que exista un campo el6ctrico de origen i6nico siempre va a 
ser posible elegir 10s ejes de coordenadas de tal mod0 que para algunos 
valores de i sea G = 0. Nuevamente hay una soluci6n paraelsctrica i; d 
paraelectrica (,I);;d+L, paraal&G~i,~O 1. 
En la fase paraelgctrica puede existir un momento total permanente 
por celda que no cambie con respecto 'a la fase no paraelsctrica. 
Nuevamente, la fase con menor energia libre es la fase estable,. 
4. Chlculo de algunas cantidades de inter& 
En la secci6n anterior se vio'la importancia fundamental de la 
energia libre. El primer paso para expresarla, en t6rminos' de las 
soluciones a1 sistema (111-25) ea calcular la entropfa 
donde se han usado las ecs.(III-15-21). La energia eleetros~tica puede 
escribirse inmediatamente en t6rminos de 10s u sustitqendcr (111-28) en i 
(111-11). Sin embargo, una forma d s  sencilla se obtiene reescribiendo el 
t6rmino de interacci6n dipolo-dipolo: 
y, por lo tanto 
Un punto no mencionado hasta ahora es si el extremo hallado en la energfa 
libre es un miiximo o un minimo. Para analizarlo se puede proceder de dos 
maneras distintas; la m5s inmediata es calculando la segunda derivada 
funcional de F 
No parece existir una manera clara y sencilla de probar que esta forma 
cuadrgtica funcional sea definida positiva. La otra manera de proceder 
para verificar que la energfa libre tiene un dnimo posee la doble 
ventaja de provenir de la fisica y de dar miis informaci6n: es calcular la 
susceptibilidad y el calor especZfico. La susceptibilidad se define como 
6 como 
y el calor especifico (a campo constante) como 
Si ambos son positivos, puede verse que el sistema es estable 
(Landau, Lif shitz 1 Pitaevskii (1 980) , Stanley (197 1)) con lo que queda 
resuelto el interrogante sobre qu6 tip0 de extremo tiene la energfa 
libre. 
Para calcular las derivadas necesarias , sea un pariimetro regulado 
externamente (p.ej. capo externo, T) del que van a depender las 
soluciones del sistema (111-25) de manera tanto implicita c o w  explicita. 
Un camino posible es efectuar tanto la derivaci6n (ecs. (111-37, 111-39)) 
como el paso a1 limite (ec.(III-37)) de manera numgrica. Un procedimiento 
menos incierto se obtiene calculando las derivadas de Ui respecto de 
i d  
TT: Esas derivadas van a contener un tCrmino "local" g un t6rmino 
con 
y definiendo 
queda 
De esta manera el cilculo de las derivadas de u implica resolver un J; r 
sistema lineal de ecuaciones. Para el caso de la susceptibilidad, el 
parhetro es el capo externo y para calcular la derivada "local" se 
usa la ec. (111-12) junto con (111-25) 
y escribiendo la 
la susceptibilidad es 
Cuando el parsmetro r e s  la temperatura, es inmediato que 
ad,. ,i , , 0;: d A
a-r -7- 
El calor especifico a campo constante es 
donde se us6 (111-25,41,42,43). El coeficiente piroelEctrico se obtiene 
inmediatamente, es: 
5. Ejemplos ilustrativos 
En esta secci6n se prestarztun algusos ejemplos que, a pesar de su 
sencillez, contienen 10s aspectos fXsicos esenciales del modelo. 
a) Cristal tetragonal (a = b = c), una subred dipolar sin polarizabilidad 
ni campo elEctrico local. 
En este caso el tensor de factores de Lorentz es diagonal (como 
puede verse usando p. ej . las fdnwlas de Massidda y Hernando (1980)) y 
escribiendo 
el sistema de ecuaciones a resolver es 
0, = 
Si existe solucio'n no trivial (u 51 0) debe cumplir con algunos de 10s 
siguientes dos sistemas de ecuaciones 
en ambos casos si es soluci6n, -3 tambi6n lo es y ambas soluciones 
corresponden a las orientaciones opuestas de un ordenamiento FE. 
al) vale la ec. (111-51) 
y, como la energfa libre depende solo de u (ec.111-35), todas las 
orientaciones en el plano x-y son fisicamente equivalentes y, por lo 
I 
tanto se puede suponer, sin psrdida de generalidad,que u = lux \, u = 0. 
Y 
El sistema puede entonces escribirse como 
, . 
Y $&.<4 ' YC* T*g.? ., 
u. ; 
7 1 
y va a tener tantas soluciones como intersecciones tenga la curva L(u) 
con la recta de pendiente J/&XT (fig. 111.2) 
fig.III.2 Corrimiento de las soluciones de la ec.(II1.54) 
con la temperatura 
- - - -  - - - - - -  - - - --  - 
Se ve que cuando la pendiente de la recta supera a la pendiente en el 
origen de L(u) ( = 1/3 , ver ec. (111-22)) la Gnica soluciBn que queda es la 
trivial. La temperatura crftica del sistema es, por lo tanto, aquella que 
cumple con 
o sea  
a2) Ec. (111-52) 
Esta soluci6n descr ibe  una red polarizada en la direcci6n z y se 
obtiene usando 10s mismos argumentoa de a l )  qua 
Estas dos f6rmulas se resumen en 
n 
3 donde y J deben darse  en e-A y A respectivamente. S i j ~ 1 0 . 5  e-A y 
3 r3 500 A (valores  t l p i c o s  estimcndos por moldcula de agua en e l  KFCT) se 
obt iene  T c r  350 f OK, un v a l o r  completamnte razonable puesto que f no es 
un niimero muy d i f e r e n t e  de 1 (ver t a b u  111.1). 
Tabla 111.1: Factores de Lorentz para distintos valores de c/a. 
Por supuesto, de estas dos soluciones la soluci6n 'fls$camente 
significativa es la de menor energfa libre. Como en este cam ats (ver. 
ec. 111-35) 
- - EL!. ( 1 6 * ~ $ ( Q ) )  
2s 
y la funcib f (d=  &d20 e es creciente en u(o sea esta 
energfa libre es menor que la energia libre de la soluci6n trivial) pues 
su derivada resulta ser 
(la funci6nn es monotonamante dccreciente). Por lo tanto, la energia 
libre es menor cuanto mayor es el u (para temperatura fija) y de la 
soluci6n grifica se ve que eso corresponde a la direcci6n con el mayor 
factor de Lorentz. Por lo tanto, una red tetragonal se tfende a polarizar 
f c f  4 en la direcci6n del mayor factor de Lorentz ( 37 7 si c 7 a, ver 
Massidda y Hernando (1980)). 
El paso siguiente es ver que resultados se obtienen para las 
magnitudes caracterTsticas del sistema (C, $, & P ). Para ello se t '  * 
indicarz con f el factor de Lorentz correspondiente a la soluci6n 
a fisicamente estable y, como en este caso el vector u tiene una sola 
componente es 
Como la matriz q4;dB e c  (111-9)) es, en este caso, la matriz identidad, 
se tiene que las derivadas de u respecto de la temperatura y campo 
externo, se obtienen de 
& [ I -  sFL110,] = + AdP 
drkq?'l GM 
y considerando que (ec.111-55,56) 
se concluye que 
Obviamente, la direccien L# debe ser (para $, Gp ) aquella en la cual 
hay polarizaci6n neta. 
Ahora hay que ver como se comportan estas cantidades (y la 
polarizaci6n tambien) en 10s casos lxmites % zL 3. 
En uno y otro caso la ecuaciBn que da u se puede poner cow 
En este caso es u > >  1 y 
y la soluci6n de esta ecuaci6n de segundo grado es 
Por lo tanto, con I' (u)=l/u2 se obtiane 
ii) T r Tc 
Si 
es E 7 0. Se tiene que u sale de resolver la ecuaciSn 
o sea 
y si E c O  es u = 0. Por lo tanto 
Se obtiene 
Estos resultados concuerdan con 10s resultados generales de la 
teorfa de campo promedio (Stanley (1971)), en particular, se obtiene el 
resultado l 7  /CC = 
b) Cristal tetragonal, una subred dipolar, polarizabilidad nula, campo 
i6nico no nulo. 
De todas las posibilidades que surgen de combinar Ex 6 EZ 6 ambos 
distintos de cero c o n t  5 f2 considero el caso fx7 fz. ep f 0, e = e = O  
x Y 
(campo perpendicular a1 plano de polarizaci6n) El sistema de ecuaciones 
es 
En este caso es uZ diferente de cero y vale 
Como sgn(uz) = sgn(ez). este ordenamfento en z no tiene caracteristicas 
de fen6meno colectivo, o sea no es ferroelLctrico; a su vez, u satisface 
& X 
Es EScil darse cuenta que el valor de ux soluci6n del sistema es 
menor en este caso que en el anterior y que por lo tanto la temperatura . 
critica tambisn lo es (ver fig.III.3) 
T'=% T,-G 
Fig. 111.3 Determinacidn grhfica de las soluciones del sistema 
(111-81) como funcidn de la temperatura 
- - - - -  - 
Cuando la interseccidn de la recta con la curva L(u) est6 a la 
izquierda de la abscisa punteada correspondiente a la temperatura de la 
recta diagonal, no hay solucidn no trivial (en ux) del sistesra; por lo 
tanto, la T es, en este caso 
C 
Como -&v)< , T disminuye con respecto a1 caso e =O. En resumen, la 
c 9 x z 
aparici6n de un campo elEctrico externo o de origen iSnico perpendicular 
a1 eje ferroelEctrico introduce una componente de momento dipolar en esa 
direccidn disminuyendo en conaecuencia la polarizaci6n espont6nea y 
facilitando su desordenamiento. Este comportamiento ha sido observado en 
arseniato de uranilo hidratado ((~~(00~)~ (AsO1)) 2. 8H20, Benyacar y Dussel 
(1975), como no hay estudios especificos realizados en este material, no 
se pretende afirmar que esta sea la explicacidn de la disminucidn en T ). 
C 
Sin embargo, no es la conducta pus en general se prevb. Esquedticamente, 
el argument0 es el siguiente: el agregado de un campo elgctrico puede 
modificar (o no) la simetrfa del sistema ffsico. Si la 
modifica es para bajar dicha sirnetria, no para subirla (p. ej. la simetrfa 
ciibica puede pasar a tetragonal, per0 no es posible que la tetragonal 
pase a cGbica) . Dicho de otro modo, estabiliza la fase de baja simetrfa 
o, lo que es lo mismo, sube la temperatura crftica. El inconveniente de 
estos razonamientos generales, independientes de 10s mecanisms ffsicos, 
es que cuando fallan por un contraejemplo experimental, no resulra elara 
la causa de esta falla. En m i  opinibn, la falla de este ~azonamiento 
probablemente estL en la identificacibn de fase de alta sio~ctria con 
altas temperaturas. El ejemplo quiz& miis contundente es el de 10s 
materiales con un diagrama de fases reentrante corn el oaloaonitrilo 
(CH2(CN)2, Krauzmann et al. (1983)) que, a presidn atmsf&rirfu y por 
debajo de Tl = 141 K se presenta en una fase convencionalmcnte indicada 
como fase IV, en T1 tiene una trmsicibn de fase de segundo orden a una 
fase 11 y en T2 = 295 K tiene m a  transicibn de segundo ordm a una fase 
I idgntica a IV (la fase I11 es mataestable en un rango de t:eapraturas 
comprendido en la fase 11). MQs aiin, hay un rango de valares de la 
presidn (1.2 kbars p ,( 1.8 kbar) para 10s cuales el diagrams de fasea es 
doblemente reentrante; enfriando pasa por la siguientes fases: I, 11, V, 
11, IV (=I). En otras palabras, no hay una identificaci6n de fase de alta 
simetrfa con altas temperaturas. En este caso, se propone un mecanismo 
ffsico concreto para explicar la disminucidn de la temperathra critica 
per0 eso de ninguna manera quiere decir que la controversia. ests 
terminada. 
c) Una red tetragonal dividida en dos subredes tetragonales 
interpenetrantes (fig.III.4), 
Fig. 111.4 Red tetragonal dividida en dos subredes tetragonales 
interpenetrantes. Obs6rvese que el volumen de la cel- 
da unidad es 2 v, con v el volumen de la celda original. 
- - . - - - -  - - 
Los Gnicos-factores de Lorentz no nulos son 
El sistema de ecuaciones es 
Como la energla l i b r e  depende de u 1 2  y u separadamente 
y ambas subredes son idsn t i cas ,  debe ser u =u . D e  la  fern de las 1 2  
ecuaciones (111-86) s a  ve  entonces que es Uqp = UzJ p i Up . Por 
l o  tanto ,  s e  presentan cuat ro  posibi l idades  d i s t i n t a s  con u ea t is fac iendo 
en cada caso una ec. de la  forma 
Los cua t ro  casos son: 
Se supone que 10s cuat ro  va2ores de' f son d i fe ren tes .  La pos ibi l idad 
de que dos de e l l o s  Sean igualca  tflo qua impl icar ia  ux y uZ )' 0) solo  
puede suceder accidentalemente prtra valores  muy p a r t i c u l a r e s  de c /a  (ver 
Tabla 111-2). La temperatura c r i t i c a  de cada caso r e s u l t a  
donde v es e l  voliimen de l a  celda u n i t a r i a  o r i g i n a l  (vxabc) y e l  n h e r o  6 
e s  una consecuencia de que a 1  d i v i d i r  l a  red o r i g i n a l  en dos subredes se 
duplica e l  v o l b e n  de la celda (comparar con l a s  ecs. (111-56,57) . Como 
l a  energia l i b r e  e s  formalmente la misma que en la  ec.(III-59), s igue 
siendo v s l i d a  l a  conclusi6n de que la f a s e  mis e s t a b l e  es l a  de mayor f .  
Los f a c t o r e s  de Lorentz se calcularon empleando el  programa de 
cSlculo descr ip to  en Hernando y Massidda (1981,1983) y se dan en la  Tabla 
111.2 
Tabla 111.2 
Combinaci6n de fac to res  ds Lorentz para l a s  subrcdes 
te t ragonales  de l a  Fig. 111.4 
Se ve que para c/a b 0.6 el sistema es FE en la direcci6n z. para 0 .65  
c/a 3 1.1 es AFE en z y para c/a 1.1 FE con el momento dipolar en el 
plano x-y. 
d) Idem que en c) per0 con 4= 4' d # 0 
J; p resultan ser Desarrollando en la ec. (111-13) 10s q- 4 
(; pf reempla- . El anzlisis es idsntico a1 realizado en el punto c) con 
zando a 4 , ~ f  en (111-89) y se obtiene que 
la solucian m ~ s  estable es la de mayor 6. Suponiendo que por ej. 6 s 7 6 7  
- v2 F,, 7 fr si Z< [L3f 3 )  entonces es Gz el ~ x i m o  c y es byr>&: 
2u 
por consiguiente, se obtiene la misma fase que con d = 0 per0 con un u 
mayor y con mayor T-; ha aumentado la estabilidad del sistema. Para 
es c2 Gz y el ordenamiento 
resultante es AFE en vez de FE. Se ve entonces que una polarizabilidad no 
nula darfa lugar a una configuracldn cualitativamente diferente de la 
obtenida con d =O. No es probable que este efecto se realice en algiin 
material real pues requeriria un valor inusualmente grande de d. 
6. Problemas de la aproximaci6n de dip010 puntual 
Las limitaciones que se van a discutir en esta secci6n son tres 
a) problemas en la entropia, b) problemas relacionados con la teorfa de 
campo promedio todavfa no mencionados y c) problemas resultantes de 
considerar s61o las interacciones q-p y p-p. 
a) La dificultad estC en que para una temperatura suficientemente baja, 
la entropla se vuelve negativa. El razonamiento para llegar a esta 
conclusi6n es muy claro: para temperaturas bajas la funcik de 
distribuci6n n( W ) tiene un pic0 que se va haciendo cada vez miis agudo 
y, por lo tanto, (fig.111-5) se tiene 
' A 3  
1 
Fig. 111.5 Representaci6n de la funci6n de distribuci6n n(W) 
para temperaturas relativamente bajas 
Flsicamente, este resultado podria explicarse por la ruptura de la 
mecdnica estadistica clSsica y que por lo tanto debe tenerse en cuenta la 
naturaleza discreta de '10s estados accesibles, vale decir que la funciSn 
de distribucih debe ser una distribuci6n discreta, no continua. Sin 
embargo, este problema con la entropia tambisn estd fuera de la regiSn 
interesante a 10s fines de este trabajo. 
b) Otra limitaci6n no discutida en el adlisis hecho en el primer 
capitulo sobre las teorias de campo promedio es que dichas teorias 
tienden a dar 16s transiciones de fase que las que realmente existen. Un 
ejemplo impactante es el del agua liquida. Si se hace una teoria de campo 
promedio del agua liquida, dado el fuerte momento dipolar qne tiene, se 
obtiene que el liquid0 es ferroelgctrico a temperatura ambiente. La 
soluciSn a esta paradoja se debe a Onsager (Fuller Brown (1956)). El 
origen fisico de la falla de campo promedio es el siguiente: cuando se 
quiere conocer el campo que act& sobre un dipolo determinado, lo que se 
hace es eliminar ese dipolo y calcular el campo debido a todas las otras 
distribuciones de carga que pueda haber; por lo tanto ese campo es 
independiente de la orientaci6n que pueda tener el dgpolo que se estd 
observando. Cuando la temperatura es distinta de cero, 10s dipolos 
fluctiian y el campo que 10s orienta es el campo externo G s  el campo 
local promedio debido a 10s otros dipolos. Este Gltimo capo tiene una 
componente del tipo de una "autointeracci6n". La nube de polarizaci6n que 
el dipolo genera polarizando a su entorno y que a su vez actiia sobre el 
dipolo, apunta en la direcci6n iwtmatiinea del dipolo y, por lo tanto, no 
ejerce ningiin torque sobre d&polo, es el denominado "campo de 
reaccibn". Sin embargo, en camp& preraedio bay una contribuci6n no nula de 
este campo a la energia, y esa -t;ribuclbn debe ser restada. En otras 
palabras, hay que incluir en a9 .camp0 local ~ 6 1 0  10s t&rminos que son 
independientes de la orientaciihr dnatant6nea del dipolo; es el "camp0 de 
la cavidad", y representa la caapunonente no correlacionada de 10s otros 
dipolos. Con este tratamiento, Onsager demostr6 que la fase 
f erroelzctrica del agua desaparecia. Barker y Watts (1973) usaron estas 
ideas en un c~lculo de Monte Carlo en donde trataron la regi6n externa a 
una esfera de truncado de radio a como un dielLctrico continuo de 
constante dielzctrica y d-straron que el campo de reacci6n xi 
debido a la polarizaci6n del medio exterior a la esfera vale, en el 
centro de la esfera que rodea a1 dipolo i 
r* 
donde Pi es el momento dipolar total de la esfera. Entonces la pregunta 
es: si se aplica el m6todo de Onsager, idesaparecerz la transici6n de 
fase obtenida en campo promedio? La respuesta es no, pues la estructura 
obtenida a T = O°K coincide (en el caso de una estructura con dipolos 
puntuales exclusivamente) con la estructura conocida y to& estructura 
ordenada se puede desordenar elevando la temperatura. Por lo tanto, campo 
promedio no estS dando, en este caso, transiciones de fase iaexistentes. 
Por otro lado, inclufr campo de reacci6n no necesariamente aniquila la 
transici6n de fase, pues, por ej. fue aplicado a1 modelo de Ising (Brout 
y Thomas (1967)) y su efecto es mejorar el valor de la temperatura 
crftica a costa de complicar la wtemStica. En este marco, otra posible 
soluci6n es recurrir a las ecuaciones integrales de la teorfa estadistica 
de flu5 dos (ver por. ej . BalescU (1975)) para incluir correlaciones. Sin 
embargo, se ha estudiado recieatemente la conducta en el punto critic0 de 
las ecuaciones integrales exiataages miis importantes y la conclusidn es 
que no describen una conducta crftica adecuada, inclusive hay casos en 
10s que o no tienen punto critico o su conducta es mucho peor que la 
aproximaci6n de campo promedio (Jones et . al. (1981,1982), Green et al. 
(19821, Fishman (1981), Fishman y Fisher (1981), Cummings y Stell 
(1983)). Dado que estas teargas no son una buena aproximaci6n en la 
regi6n de inter& (para'este trabajo) no se las intenta aplicar. 
c) Para ilustrar este punto lo mejor es tomar un ejemplo concreto a1 que 
se podria aplicar este modelo: el KFCT que tiene una transicidn de fase 
FE-PE a Tc N 249'~ y su estructura cristalina es pscudotetragonal 
(Kiriyama et al. (1964)). La estructura de baja tentperatura es 
., 3 
monociclica con a=9.35i, b-9.37A9 c=16.7A9 2(=90°6' por lo que es claro 
que ninguna caracteristica importante se pierde si se considera una 
estructura tetragonal con c/a=1.784. A altas temperaturas (fase PE) es 
e e 3 
a-9.40A, b-9.418, c=16. 8A9 f-9008 ' , cia-1.786 y las posiciones de 10s 
iones y grupos moleculares dentro de la celda no sufren prscticamente - 
variaci6n alguna respecto a la fase de baja temperatura. Esta 
caracteristica priicticamente excluye una transici6n de fase en la cual se 
ablanda un modo normal del cristal ( UT+-ir0) y el cristal se estabilira 
con otra distribucidn interna de 10s Qtomos que lo constituyen. Como la 
celda no cambia ni en tam50 ni en la posici6n de 10s iones y/o 
molfculas, esta explicacidn la excluimos. El prototipo de estas 
transiciones de fase es el TiBaOg (Blinc y Zeks (1974), Lines y Glass 
(1977)). 
La otra teorfa ampliaxnente difundida se aplica a compuestos con 
puentes hidr6geno y el material prototipico es el KH2P04 (KDP) (lines y 
Glass (1979), Blinc y Zeks (1974)). La idea bCsica es que las posiciones 
de equilibria de 10s protones L&@ La dnimos de un potencia1 doble pozo 
y que el paso de uno a otro dtxb~ $e produce por efecto tiinel. Es claro 
que en materiales con molEcahdo de agua que pasan de una a otra 
orientacign Ssta puede ser up8 teoria perfectamente veroslmil. Sin 
embargo, tambidn acz hay una oaracterfstica clave que si no se cumple 
sirve para desechar la aplicacian de este modelo. Debido a la fuerte 
dependencia isotbpica de la probabilidad de realizar efecto tiinel, es 
claro que la variaciSn en la tmperatura ctftica por deuteracidn debe ser 
en un factor cercano a'2 y ese efecto se observa en el KDP (eu Tc=1200K 
pasa a ser 210°K por deuteraciBn) y en toda la familia da ccmpuesros 
asociados. En cambio hay una graa cantidad de compuestos corn la familia 
de 10s ferrocianuros, de 10s alwb'res y de 10s asociados a la sal de 
Rochelle donde el cambio en la T, por deuteracidn es insigoificante (en 
U C T ,  la TC=249OK pasa a valer 255.K por deuteracidn). Eso basta para no 
aplicar este modelo. Todos estoe materialss y en particular el KFCT, que 
es el prototipo elegido, tienen una estructura en capas bastante compleja 
(100 6 m5s Ptomos por celda unidad) en donde una capa de molieulas de H20 
es seguida por una capa de material y asf sucesivamente. Par otro lado, 
10s puentes hidr6geno en KFCT son cSbiles, el puente hidrbgaao rids corto 
3 U 
tiene 2.838 y 10s otros superan 10s 3A;l.o que da una energfo de ligadura 
para el puente hidrSgeno de aproxiaradaraente 0.1 eV 6 menos (Megaw (1973), 
Coulson (1960)), mientras que la interaccidn electrost6tica para valores 
tIpicos del KFCT es aproximadaPlsnte 0.6 eV (Massidda (1978)). Caae~  a d d s  
el KFCT muestra una fuerte tendencia a la deshidrataciba, se mncluye que 
las aguas estsn dsbilmente ligadaa. Finalmentcc, un puente hidr6geno tiene 
caracterfsticas parcialmente electrostSticas y la importancia de Bstas 
crece con la longitud del enlace (Caulson (1960)). Estas consideraciones 
llevan a conclufr que es razmable tratar de explicar la conducta del 
KFCT por medio de fuerzas electroatCticas. El primer paso fue dado por 
Massidda (1978) qui6n supuso M ° K ,  la ml6cula de agua equesta por 3 
3 
cargas puntuales: qH=0.5e, qohe, distancia 0-H-0.97A y el hgulo 
H-0-8=109.5'(Baur (1965) (lo cual da un momento dipolar p-2.69~-0.56e-i). 
la carga en el K es qje, en el Fa qpe-O.42e y en 10s C j N q sqNz-*37 e- C 
Se escribio' la energfa electrost6tica de esta distribucidn y, tomando 
como variables la orientaci6n de las moldculas de agua se minimi26 
numgricamente la energfa. El resultado es que la energia tiene un minim0 
para dos configuraciones equivalentes (por simetria) de las mol<culas de 
agua y el acuerdo con un modelo propuesto experimentalmente es excelente 
(ver tabla 2 de Massidda (1978) y el texto inmediatamente siguiente para 
discutir otros modelos experimentales en desacuerdo con el mencionado). 
Por lo tanto, hay una fuerte sugerencia de que a baja temperatura las 
molEculas de agua se ordenan en una de dos posiciones equivalentes y a 
altas temperaturas estln desordenadas poblando ambos minimos. La 
polarizaci6n espontgnea que se obtiene estl aproximadamente en la 
direcci6n lli01 (6 [f 101) y la concordancia con 10s datos experimentales, 
tanto en intensidad como en direccizn, es excelente. Por otro lado, el 
campo local actuando sobre las aguas apunta en la direcci6n z, y, si se 
simula a1 KFCT por una red tetragonal (dam1.78) de dipolos inmersos en 
un campo que apunta segiin el eje tetragonal, de acuerdo con lo discutido 
en la secci6n anterior se obtiene o FE en el plano xy con una componente 
no ferroelgctrica segGn z y con una T -r 190°K (el volGmen de la celda 
C 
debe ser $&3 pues hay 3 ml6culas de H20 por celda unitaria en el 
KFCT) o (si el campo local es suficientemente alto) el dipolo estarl 
apuntando segiin el eje z sin ninguna componente ferroelgctrica. El 
resultado incorrect0 (fundamental) es la ausencia de componente 
, ferroelgctrica en el plano xy. Para analizar porqug sucede esto conviene 
detenerse un poco a analizar las interacciones tomadas en cuenta y las 
despreciadas. El modelo de 3 cargas puntuales considerado para la 
molEcula de agua es en realidad mucho d s  que una aproximaci6n de dipolo 
puntual, es una aproximaci6n a toda la distri~uridn;g+k 
? '. 
I - .- 
molEcula de agua. Mientras la aproximaci6n de dipolo puntual no detecta 
si la molLcula rota alrededor del dipolo como eje ni a 10s gradientes de 
campo existentes (es decir, no sensa a las simetrias de la distribucien 
de cargas en el cristal), una aproximacidn a toda la distribucidn de 
carga detecta todos estos factores. Es por lo tanto importante ver si la 
inclusi6n de cuadrupolos en la energia electrostQtica es necesaria no 
sdlo desde el punto de vista de la coherencia formal sino tambisn para 
que 10s efectos de forma y tamaiio de la molLcula incorporen la componente 
ferroelgctrica necesaria en la orientacidn de la molEcula de agua. Con 
ese fin, a T=O°K minimizamos la energxa electroststica dl? LIU cristal 
tetragonal con 10s valores de dipolo y cuadrupolo correspondfentes a la 
molEcula de agua colocada en 10s virtices de la red y con iones en 
posiciones internas de la celda. Los iones se colocaron en dos posiciones 
bien diferentes: una de alta simetria (el conjunto de sua coordenadas 
relativas 111 = {(0.,0.,0.22),(0.5,0.5,0.22), (0.5,0.,0.5), (0.,0.5.0.5$ 
y el segundo conjunto en una ubicacidn do baja simetria 1513 = {(z. 710-~, 
973, .22), (.527, .473, .22), (.324,. 176,. 982), (.824, .676, .982)\ y con 
cIall.5. El campo por unidad de carga para el ler caso es 
4 E-(o.,o.,-1.31573) 101° Vh mientras que para el 2do easo cs E-(10 , 
10 lo4,-1.3157410 ) Vlm. Es claro qua mientras el campo es prhrticamente el 
mismo, el gradiente de campo va a ser muy diferente. Se escribid la 
energia electrostQtica en funciih da 10s dngulos de Euler que dan la 
orientacicn de la molLcula y usando el program MINUIT (Jaws y Boos 
(1975)) de minimizacien de funciones de varias variables, sa arlnimizb la 
L. 
+1,+0.5, donde q energia electrost5tica para valores de q/c = 2 3, - 
indica la carga sobre el prot6n del agaa. El resumen de todas esra 
corridas es: 1) la energia de interaccidn q-Q es del mismo orden que la 
energia p-p; 2) incluir el cuadrupolo en la energPa electrostdtica tiene 
como consecuencia que 10s casos da alta y baja simetria dan resultados 
diferentes y el resultado final dapende fuertemente de st q/c es positivo 
(repulsiBn de la mol6cula de agua por el ion d s  cercano) o negativo 
(atracciBn) y no tan fuertemente del m6dulo de q/c; 3) la componente 
ferroeliictrica en el plano xy del momento dipolar es no nula debido a la 
acci6n del cuadrupolo. La moraleja es igualmente Clara: para tener una 
descripci6n cualitativamente correcta es fundamental incluir el momento 
cuadrupolar, 10s otros momentos multipolares juegan un papel 6 s  pasivo; 
dan correcciones pequefias a un comportamiento cualitativamente correcto. 
Por otra parte, la inclusi6n de una mol6cula en el cristal seguramente 
cambia la distribuci6n de cargas molecular y hace que sus momentos 
multipolares no coincidan con 10s de la mol6cula libre. El caso del 
momento dipolar del agua es muy claro: Crowe y Santry (1973) dan para el 
0 hielo el mismo momento dipolar que para el vapor de agua p=.387 e-A, 
0 
Coulson y Eisenberg (1966) dan p=.541 e-A, Onsager y Dupuis (1962) p=.791 
J 0 
e-A mientras que el usado por Massidda (1978) es p3.56 e-A. Y 10s 
momentos multipolares superiores son mucho 6 s  inciertos. Por 
consiguiente, 10s resultados fisicamente significativos deben obtenerse 
con la inclusi6n de dip010 y cuadrupolo. 
De todo lo rnencionado, se concluye que el Gnico punto 
verdaderamente importante es la inclusi6n de 10s momentos cuadrupolares y 
a ese aspect0 se dedicarQ, de una manera cualitativa la pr6xima secci6n. 
El caso bidimensional se analiza en el pr6ximo capltulo. 
7. Extensi6n del modelo de dipolo.puntua1 
La idea general es sencilla: el modelo de dipolos puntuales no 
tiene en cuenta efectos de forrna y tamafio de la mol6cula. Esos efectos 
aparecen a1 inclufr multipolos de orden superior a1 dipolar. Como el 
modelo de dipolos puntuales es soluble y cuando se le agregan multipolos 
(o sea 10s Qngulos. de Euler) no, un posible camino es asimilar lo miis 
posible (en el sentido formal) 10s multipolos a 10s dipolos para que el 
problema formal no sea insohble. Lo que se va a hacer es expresar 
multipolos de orden superior al dipolar en t6rminos de w conjunto de 
dipolos elementales. El costo de este procedimiento serii correr las 
dificultades a la parte numgrica y agregar una aproximaci6n G s  a las ya 
hechas. 
La distribuciSn de cargas de cada grupo molecular se aproxima por 
un "ramillete" de dipolos. Especfficamente, la distribuciBn de cargas 
molecular es modelada por la siguiente distribucidn de cargas: para cada 
subred i (i-1.2,. . . ,N) se coloca una carga puntual qi y una distribucidn 
de cargas Lai ,s=0,1,2,. . . ,ti (observar que el primer valor de s es 
cero) a distancias d ~ , i  respecto del origen de la subred i y lngulos 
medidos respecto de un sistema de coordenadas cartesiano que es 
el mismo para todas las subredes. Estas cargas verifican que 
(la carga neta es q y se debe imponer la condicidn de vinculo qua la 
estructura se mantenga rigida (fig.(III.6) 
Fig.III.6 VinculaciSn de la distribuci6n de cargas molecular a 10s 
efectos de ampliar el modelo de dipolos puntuales. 
Los momentos multipolares se escriben como 
y la densidad de energig electrosthtica queda escrita en la forma 
00 4 3j  7 
Sj;p..pp 2 ,&- iL~j;p,.--l~fij;~~ u s -  + 
IJ P d  
- 0'1 7[qJ 
J 
- Y-2 5 I 7 &.4;?u 1% cere 1 ~ ~ ; ; ~ . . . k ~ ; ; 4  + 
SZL q&)i b t  
C9i;dt .- ks)i;dN ? (&j;p,.- fili)6(3p +p, --F? 4 
Ss5 lit Z .4 Y 4  Np-' 9mr ?n)j 
Para llegar a esta ecuacibn, se usaron las ecs. (11-9,12,13) y de 
esta manera queda aislado el efecto de las cargas q sobre 10s multipolos. 
Que ese efecto sea atractivo o repulsive va a depender del cociente q/c, 
como se discuti6 en la seccibn anterior. En resumen, se ha aproximado la 
distribuci6n molecular de carga por un conjunto de cargas puntuales y 10s 
momentos multipolares de esa distribuci6n se expresan en t6rminos de 10s 
momentos dipolares de esas cargas con respecto a una de ellas como 
centro. Luego, cuando se escribe la energIa electrosthtica, se supone que 
estos multipolos son puntuales. 
La entropia es 
Finalmente, antes de escribir la funcional a minimizar hay que considerar 
las condiciones de vinculo que deben verificarse y que son de dos clases 
bien dif erenciadas : 
a) NormalizaciSn 
con multiplicador de Lagrange 2(J)[ 
b) Rigidez de la estructura 
Se pide que la estructura molecular sea rfgida en promedio. Cada 
molCcula de la subred i estii formada por ti vectores de m6dulo constante 
y la posici6n de cada vector se determina (una vez definido el origen) 
con 2 Ingulos. Por consiguiente, se deben fijar 2ti-3 Bngulos 
independientes por subred para que solo queden libres 10s tres grados de 
libertad rotacionales. Una posible elecci6n de estos Zngulos es 
a 
es decir, hasta el vector t 2 se fija el Lngulo que forma cada vector i- 
4 
con 10s dos vectores que le siguen y para el vector ti-1 se fija solo el 
Bngulo que forma con el vector o sea, se fijan 2(ti-2)+1-2ti-3 Lngu- i' 
10s diferentes. Por lo tanto, en principio hay que pedir que se cumpla 
donde 10s e son vectores unitarios que apuntan en la direcciBn de 10s 
momentos dipolares. Esta condicih se expresa, en la aproximaci6n de 
campo promedio como 
que, escrita en t6rminos de funciones de distribuci6n es 
donde la Gltima igualdad defina a 10s corchetes {s ] , {s*~  y se ha 
seiialado de manera explicita el rango de valores que recorren 10s indices 
s,a. El multiplicador asociado a esta condici6n de vinculo se indica por . 
R (s, &a) i' La funcional a minimizar es entonces 
La derivada-funcional de la energia electrostCtica se puede escribir como 
donde 
y se usaron las propiedades de simetria (11-12,13) de 10s tensores S 
ij ' 
La derivada funcional de la condiciSn de vinculo en 10s Cngulos, 
ec.(III-104),se escribe como 
J 
La s u m  Lfl~j~t4)i fue reescrita corn Is,el f f fi~~sta)~ para pod., bacer el 5%' =I 
cambio (s,s+a) por (s-ass) cuando fuere necesario, sobreentendiLndose 
para una funci6n cualquiera f 
(8, H a )  i que es 
El objeto de este cambio es poder separar las sumas sobre 10s fndices s y 
a (ec. 111-110). La derivada funcional de $ es inmediata 
Si se escribe 
se obtiene, como antes 
y se llega a1 siguiente sistema de ecuaciones para resolver 
(ILI-I Ub) 
A/ N 
0 sea, se tienen 3 1 ti + 2 L (ti-2) + N ecuaciones (qua salen de las ti 
i= J is1 
ecuaciones (para cada i) en loa kcid mSs las condiciones de v5nculo) y 
hay el mismo n6mero de inc6gnitas, por lo que, salvo que b y a  ecuaciones 
redundantes, el problem numgrico estl bien definido. Por ejemplo, una 
molPcula triangular (ti=2) colocada en una red dividida en 1 subred da 
lugar a 7 ecuaciones y con 2 subredes son 14 ecuaciones. Este aumento en 
la complejidad numgrica del sistema de ecuaciones a resolver es el precio 
a pagar por las aproximaciones formales hechas hasta el momento. Es 
ilustrativo considerar un ejemplo muy sencillo. 
Ejemplo: cristal tetragonal dividido en una subred, un grupo molecular 
triangular y 2 iones (fig.III.7) 
Fig.III.7 Red tetragonal con iones y molLculas triaitgalewes 
con momento dipolar neto. Se escriben explfeita- 
mente las ecuciones (111-11Sa,b). 
En el sistema de ecuaciones, el sublndice i=l indica a la mol6cula 
B 
triangular definida por distancias d d =d, Sngulo entre brazos $ . 1 2  
W W W W  N 
q =q =q, qo=-2q, momento dipolar de cada uno de 10s brazos P 1 2  (s) l=C9d=~ 
(s=1,2) y momento dipolar total P=2P0 cos 4 /2. Los sublndices i=2,3 
indican a 10s iones con carga q,-q respectivamente y la condicion de 
vinculo U 4t,ell / k r  se indiearii por R. Finalmente , dCflJ,. r CIcd (s= f , ~ ) ~ ,  
para aislar la importancia del momento cuadrupolar, las Gnicas interac- 
ciones que se consideran son q-p, p-p, q-Q (2" orden en la energla). Por 
lo tanto, definiendo 
se tiene 
Para simplificar lo d s  posible las ecuaciones sin perder sus 
caracterfsticas esenciales se puede anular el campo total de origen 
i6nico. Una manera de lograr esto es ubicando las cargas en po.iciones de 
P 
elevada simetrfa dentro de la celda unidad, por ejempao q en i 
(0.5,O. 5,O. ) ) , . . . Las posiciones de estas cargas entran a tmar6s de 10s 
factores de Lorentz f 12;d 
, f13; que (para estas poslciows) son 
diagonales as5 como el fll0 
' dS . Indicando con * 
y escribiendo f =f =fx. f ,,=f =. d f - b f = d fly 
= Y Y  xx w A zz = d f  z se 
llega a1 siguiente sistema 
La simetrfa del sistema EPsica y de las ecuaciones es tal que 
resulta ldgico suponer u =u art: por lo tanto, Ll=L2=L y 1 2  dl, -A,& 2 
Para intentar resolver analiticmemte el sistema de ecuaciones (111.119) 
se hace el product0 escalar indicado en la ecuacidn para cos # y queda 
una ecuaci6n cuadrstica en R 
donde a, b, c son funcibnes muy complicadas en las variables uid , cos$. 
Si la temperatura es cercana a la temperatura crftica, 10s coeficientes 
en este caso valen 
con 
donde d ,  (3, son funciones c6kplicadas de las variables indicadas. En 
ese caso, R resulta ser 
por lo que el cociente R/LU es una funci6n finita de u y de y el 
t6rmino con la condicidn de vinculo es del mismo ot&n que 10s otros dos I 
tsrminos en las ecuaciones (111.119). Aqui se ve claramente lo que quizds 
es el principal inconveniente de este mgtodo: el vinculo R tiende a 0 en 
la temperatura crftica y, por lo tanto, tambign la estructura molecular 
se vuelve liibil en ese punto. A d d s  no hay manera de distinguir entre 
dos hipotCticas mol6culas que tuvieran la misma distribuciiin de carga 
per0 una fuera 16s rigida que la otra; para ello habria que agregar un 
potencial de tipo eliistico. Esta crftica no quiere decir que este 
formalismo no sirva sino que hay que realizar un exhaustivo andlisis 
numCrico para discutir sus ventajas e inconvenientes. Haciendo la 
hip6tesis adicional f=cte se desacoplan las ecuaciones en las 
componentes z y xy y por lo tanto se obtiene un ordenamiento segGn z o en 
el plano xy (no necesariamente idgntico a1 obtenido en el caso de dip010 
puntual) pero no se obtiene mezcla de componentes. Es evidente entonces 
que p debe mantenerse sin simplificaciones adicionales que eliminen la 
mezcla de componentes y que la resolucidn final, aGn en este caso tan 
sencillo, debe ser nudrica. Debido a la complejidad de las ecuaciones no 
se realiza su soluci6n numgrica. En el capftulo IV veremos otra 
aplicacizn de las ideas bhsicas consideradas en el capitulo I1 y en ese 
caso los resultados obtenidos se compararsn con datos experimentales. 
Capftulo IV 
APLICACION A REDES BIDIMENSIONALES 
En este capftulo se considera el problem de la inclusiBn de 
momentos multipolares de orden superior a1 dipolar desde un punto de 
vista complementario a1 realizado en el capftulo 111; se baja la 
dimensionalidad del sistema sin aproximar el momento multipolar. Es 
conveniente enfatizar que 10s sistemas bidimensionales (tales como 
monocapas de gtomos o mol6culas en un substrato) han sido objeto en 10s 
fltimos tiempos de exhaustivas investigaciones experimentales (difracci6n 
de neutrones, LEED, etc) (ver p.ej. Sinha (1980). Por otro lado, varias 
investigaciones recientes han considerado la conducta de cristales 
moleculares constitufdos por cuadrupolos (Klenin y Pate (1982), Klenin 
(1983) y referencias ahi mencionadas). En este capftulo se trata el caso 
de cuadrupolos reorientables en: a) una red cuadrada, b) red rectangular, 
c) red triangular. Se encuentra una transiciBn orden desorden que es de 
segundo orden en 10s casos a) y c) mientras que en el caso b) puede ser 
de primer0 6 segundo orden segGn el tip0 de cuadrupolos involucrados. Un 
caso particular de c) es el de una capa de mol6culas de N2 adsorbidas en 
grafito donde el modelo predice correctamente la estructura de baja 
temperatura y da una temperatura critica en acuerdo razonable con la 
experimental. Los resultados de este capftulo fueron publicados en 
Massidda y Hernando (1984). 
1. El formalismo 
El sistema en consideraci6n es una red bidimensional de cuadrupolos 
puntuales reorientables que interactiian electrosthticamente. La 
estructura est6 fomada por N redes planas interpenetrantes y las 
molEculas esthn constreiiidas a rotar alrededor de un eje perpendicular a1 
plano de la red. Su orientaci6n se caracteriza por el 6ngulo entre un eje 
principal de la mol6cula y el eje x. A pesar de que las moldculas reales 
son tridimensionales, el problema puede reducirse a un problema bidimen- 
sional, esto es, como si las moldculas fuesen planas y se dispusieran 
sobre el plano de la red cristalina. Esta reducci6n es posible porque la 
energfa electrostCtica de interacci6n cuadrupolo-cuadrupolo es invariante 
frente a la adici6n a1 tensor cuadrupolar de una constante por el tensor 
5 
identidad. Si Q0 es el tensor cuadrupolar en la orientaci6n de referencia 
m, -. . - I (donde es diagonal), se tiene, por definici6n.que 
I 
qlP xd xp dit q 3  ~ 4 2 ~ 3  (Iv-1) 
. - 
=*  * ' '7 
Definiendo un nuevo tensor Q0 por 
es obvio que 
Para una orientaci6n general en el plano, Q : ~  se obtiene de 
donde 
-* 
Es evidence que la condici6n (IV-3) sigue siendo vllida para Q frente a 
rotaciones que no saquen a la mol6cula del plano. Por lo tanto, en este 
capitulo se mantendrl la convenci6n de suxua sobre Indices griegos 
repetidos, per0 esta vez de 1 a 2. Se indicarii, de ahora en adelante, Q: z 
Q3, Q ~ Z Q ~  y se supondrQ Q1 3 Q2. 
El paso siguiente es escribir la energia libre en tCrminos de las 
f unciones de distribuci6n n& ((P ) . 
La densidad de energia electrostQtica se obtiene de la ecuaci6n 
(11-9) con p=k=2 
0 
Los coeficientes S se obtienen de la ecuaci6n (11-10) con la salvedad ij 
que en el caso bidimensional el volumen v se reemplaza por W para 
indicar el Qrea de la celda unidad y .la sum debe realizarse en dos 
dimensiones. La entropia es (ec.(II.20)) 
d -2ff 
y el resultado final del procedimiento variacional es 
Como la energia de un cuadz$$b.~& an un gradiente de cantpo elLctrico 
externo es cuadriitica en cos y senq , se ensaya la forma funcional 
la constante de normalizaci6n A se calcula en el apgndice B en base a1 i 
miStodo explicado en Massidda (1983) . El resultado es 
I (x) es la funci6n de Bessel nmdificada de primera especw. ZIrs otras 
0 
integrales necesarias en la ec.(IV-8) eon (ver apCndice B) 
la funci6n auxiliar R(v) es 
su comportamiento se muestra en la figura (IV-1) y su conducta en 10s 
limites J J1 1 es 
Fig.IV.l Funci6n auxiliar R(v) necesaria en el modelo bidimensional 
- - - - - .  - - - 
0 sea, R(v) es cualitativamente adloga a la funciSn de Langevin L(v) del 
capitulo anterior (ec.(III-21)). Por otro lado, es inmediato ver que si 
If en la ecuaci6n (IV-9) se cambia por -fly (j P ~ r p 2 s e  mantiene inalte- 
rada la forma funcional de la funciZin da distribuciSn (cambia A I ). Por lo 
tanto, se va a suponer que es $40. 
Sustituyendo en la ecuaci6n (IV-8) las ecuaciones (IV-9-13) se llega a un 
sistema de la foma 
donde 
rl +' B / [~;~*~~;*)[@*;~~'~j~4~~ - s ~ ;  ) + Qi; 2 (sJ; 199, - 5;J:fvzr 
Ir 1 
1). 
Como las ecuaciones (IV-15) valen para todos 10s valores de , resulta 
evidente que debe ser 
Las ecuaciones - 0 determinan 10s multiplicadores de Lagrange Jique 
no son relevantes para nuestro problem. Las otras dos ecuaciones definen 
un sistema de 2N ecuaciones trascendentes que puede resolverse 
numgricamente para determinar 10s parsmetros cf;., (3( . De este modo se 
verifica que la funciSn de distribucidn dada por la ecuacidn (IV-9) es 
solucidn de la ecuacidn (IV-8). 
El significado flsico de 10s parlmetros q,, ; es inmediato. Por un P 
lado, la orientaci6n d s  probable de las molEculas de la subred i es el 
P Sngulo. Por otro lado , vi estd relacionado con el ancho de la funci6n de 
distribuci6n por lo que da una idea del grado de orden. N6tese que las 
orientaciones y ?+ son equivalentes . 
2. Aplicaciones a redes cuadradas, rectangulares y triangularks 
En el resto del capitulo se considerarl una sola chse de 
molPculas (par lo que se elimina el subindice i en ) pero la red 
cristalina se sigue considerando dividida en un nGmero N de subredes. En 
principio hay que resolver las ecuaciones (IV-16) para N=1,2... 9 retener 
la soluci6n de menor energla libre. En la priictica se trata de razonar 
fisicamente, suponer que no se forman grandes superredes, buscar las 
configuraciones de menor energla electrostStica y calcular F para esas 
configuraciones. 
Para las redes que se considerarln las sumas reticulares con un 
nihero impar de subindices cartesianos iguales (Sij;ll12, Sij;1222) se 
. 
anulan, 
En tal caso, las ecuaciones (IV-16a,b) junto con (IV-17) tienen la 
Los coeficientes B C D son combinaciones lineales de las ij' ij' i 
sumas sobre la red S ij ' Las sumas S se calcularon utilizando las i j 
f6rmulas dadas en Brown y Lo (1971). Las sumas que se precisargn en este 
cap l tu lo  s e  dan en l a  t a b l a  IV-1. En real idad,  como e l  f a c t o r  O/yfl s e  
s impl i f i ca  en l a s  ecuaciones, en la t a b l a  s e  da 10s S s i n  dicho f a c t o r  ij 
para, en e s t e  caso, concordar con la notaciijn d s  usual  y poderlos 
5 t abu la r  con e l  f a c t o r  de esca la  al .  
Tabla I V .  1 
Sumas r e t i c u l a r e s  no nulas  necesar ias  en l a  secci6n. 2. 
* Indica que e s  una red t r i angu la r .  
A) Red cuadrada 
E l  sistema e s  una red cuadrada (constante de redla)  con cuadrupolos 
en sus  vErt ices.  Se consideran dos posibi l idades:  Al) e s t r u c t u r a  con una 
subred, A2) es t ruc tu ra  con dos subredes. 
Al) (al=a2=a) 
Como N=l se eliminan 10s subindices latinos. Para la discusi6n del 
sistema de ecuaciones (IV-16a,b) hay que tener presente que en una red 
cuadrada Sllll=S2222 7 0 (por lo que el coeficiente D en la ecuaci6n 
(IV-18a) es cero) y S1122C 0 ( por lo que B en (18-18a) es mayor que 
cero) . 
Como R(O)=O el sistema siempre admite la soluci6n final v=O. La 
soluci6n no trivial se encuentra observando que, si en (IV-18a) es vfO, 
la Gnica posibilidad de satisfacer esta ecuaci6n es que P satisfaga. 
cos 2 p = 0 
es decir pn= rz ng donde todos estos valores de P son f isicamente F 
equivalentes. La ecuaci6n (IV-16b) suministra el valor de v 
y, en base a1 desarrollo (IV-14), se ve que hay soluci6n trivial si T es 
menor que una cierta temperatura crltica. 
De ahora en adelante se supondri que la temperatura, constante de red y 
2 
momento cuadrupolar se dan en OK, i, e-A respectivamente. Esto da, para 
.2 v Q -Q =leA y a=5A, T = 257.7 OK. 1 2  - C 
En resumen, la soluci6n no trivial vale para TcTc con LT+O para 
T 9 Tc (desorden total) y fl+& para T+ 0 (orden total) y ps B_*njI 
4 2 
siempre. En el rango de existencia de la soluci6n no trivial se verific6 
numgricamente que su energla libre es menor que la de la soluci6n trivial 
y que, por lo tanto., si la estructura en una subred fuese la m5s estable, 
habria una transici6n de fase orden-desorden (ver caso A2). 
A2) (a =a =2a, ver fig. IV-.2) 1 2  
0 0 0 
Fig.IV.2 Dos subredes cuadradas interpenetrantes (circulos 
blancos y negros) que formalmeate se tratgn c m  
cuatro subredes cuadradas con vectores primitives 
paralelos a 10s ejes x e y. 
En la fig.IV.2 se divide a la red en dos subredes pero, para evitar la 
introduccidn de vectores base de la red no ortogonales o de un nuevo 
conjunto de ejes cartesianos, se consideran (s6lo para el cdlculo de las I 
sumas reticulares) cuatro subredeo. Para resolver las ecuaciones (IV-18) 
en el marco de dos subredes, se hace (I;= 4 ~ 5  , 4 s 4 a JZ 
y analogamente para 10s . Se encuentran las siguientes soluciones P 
i) La ' trivial 
ii) cos2 6 =cos2 P2=0, sen 2 (j, - sen2 f2 4 1 .  Por simetria se supone 
v =v y 6sta es la soluci6n discutida en Al. 1 2  
C 
iii) sen2 p, = sen2 k -0; cos2 (3, - -cos2 (3* = +I.  En este caso es P,=o, l)z = 2 
o viceversa. Esta configurscidn se mestra en la figura IB-3 y le 
asignamos el nombre de configuraci6n en molinete. 
Fig.IV.3 Fase ordenada d e  la  r ed  cuadrada de cuadrupolos 
( so luc i6n  i i i )  del  caso A2). Los cuadrupolos se 
dibuj  an como rombos . 
- - -  - - - - - -  
S i  se supone 5 = (r2 , l a  temperatura c r l t i c a  que se o b t i e n e  es 
y e s  mayor que l a  obtenida en ( IV-21 ) .  Es t a  d i f e r e n c i a  en temperatura 
c r l t i c a  hace suponer que e s t a  configuraci6n e s  m s s  e s t a b l e  que l a  d e l  
caso A l .  Esta suposiciijn e s  corroborada por  c5 l cu los  numgricos de  l a  
energza l i b  r e  para  ambas conf igurac iones  . En consecuencia , se puede 
c o n c l u l r  que una red cuadrada de  cuadrupolos t i e n e  una t r a n s i c i 6 n  de f a s e  
de segundo orden e n t r e  una e s t r u c t u r a  ordenada en  dos subredes 
(configuraci6n en molinete) y una e s t r u c t u r a  to ta lmente  desordenada. E l  
t enso r  cuadrupolar  s o l o  a f e c t a  a l a s  propiedades f f s i c a s  d e l  s i s tema a 
travEs de l a  d i f e r e n c i a  Q - Q y l a  red i n t e r v i e n e  con e l  f a c t o r  de 1 2 
-5 
escala (el a ) en la tempera' 
8 )  Red rectangular (se supone &&aZ) 
Hemos considerado dos c 1 k ~ l :  B1) estructura en una subred, B2) 
estructura en dos subredes 
B1) (al=a, a2=b) 
Como esta soluci6n tiene una energla libre mayor que la soluci6n a 
discutirse en B2) ~ 6 1 0  se mencionar6n sus caracterfsticas fundamentales. 
i) No existe soluci6n trivial, el t6rmino independiente en la ecuaci6n 
(IV-18a) es distinto de cero (except0 si 10s cuadrupolos son 
cuadrados, ver B2). 
ii) Para temperaturas inferiores a un cierto valor T: existe m a  
soluci6n con p variando entre un cierto PO(a OK) y 4 (Ti) yfvada 
I 
entre o~ y un cierto 4. Por supuesto que T, 4 y Po dependen de a y 
b. 
iii) Una soluci6n diferente de la anterior conu#D , p-g con flT+2 . Para 
T< T' esta soluci6n es menos estable que la anterior, con 1CI que 
. C 
coincide a T-T:. 
Se trata la estructura B I ~  dos subredes del dsrm que en el 
caso A2 (ver fig. IV-2). Las sumas reticulares a;BP .evalustron 
expllcitamente para b/a = 1.2, 1.8, 2.5, 4.0 y sus valores se dan en la 
tabla IV-1. La conducta cualirativa de las soluciones depends de 10s 
signos y magnitudes relativas de la8 coeficientes B, C, D. dunque estos 
valores cambian con b/a, la e o h c t a  cualitativa de 10s cuadrupolos no 
cambia. Es de esperar que no haye c d i o s  cualitativos para b/a 2 4  pero 
no se ha explorado esa poeibilidad pues con b/a d 4 se cubren 
Por otro lado, el t E M n o  independiente en la ecuacibn (IV-18a) se 
i 2* es decir si a) Q1=Q2 anula 6 para una red cuadrada (D -0) 6 si Q ~ ~ =Q2 ,
b b) Q1=-Q2. Si se da el caso a), el tensor cuadrupolar resulta ser 
independiente de (ecuaciones (IV-4,5)) y por lo tanto la energia 
electrostiitica tambign lo es. Eso equivale a que el momento cuadrupolar 
sea cero (por la invariancia de la energfa frente a constantes aditivas 
en el momento cuadrupolar), por lo que no es interesante para este 
trabajo. Para discutir el caso b) es precis0 considerar antes la - 
naturaleza de lo que se podria llamar "cuadrupolos elementales". 
Cualquier tensor cuadrupolar plano (QZZ=O) puede pensarse como debido a 
una combinaci6n lineal de dos "cuadrupolos elementales": 
1) el cuadrupolo "cuadrado" 
que surge de tener cargas +q en (*d,O) 1 - 7  en  (0, y d )  j 
2) el cuadrupolo "lineal" 
debido a cargas -2q en (0,O) y fq en (fd,O). Por supuesto, se debe 
2 
considerar siempre d -7 0 de tal mod0 que lim qd =cte. Por lo tanto, 
retornando a1 caso b) se ve que este corresponde a tener cuadrupolos 
cuadrados en 10s vSrtices y, como conclusibn, la conducta de la red 
rectangular con cuadrupolos cuadrados es semejante a la de la red 
cuadrada con cuadrupolos arbitrarios. 
2 2 
, El caso que falta discutir es el de Q1 fQ2 . En este caso las 
ecuaciones (IV-18 a,b) no admiten la solucibn trivial. Las soluciones del 
sistema son: 
i) sen 2p.- sen 2&=0 , cos 26- cos Zk=-l,(T;=JZ. En este caso 
()I =pz= F. Esta solucib existe a toda temperatura y coincide con la 
I ... . 
. - a,.: , discutida en B1 iii). I - 
ii) sen 26, = sen ZR = 0, cos 2fi - -cos 2 & =  $1. Sea cos 2P,--1. Los 
s igu ien tes  hechos s e  deduce?& inawediatamente d e l  sistama (IV-18).  
I )  v1)VZ pues e l  t C h i n o  independhnte es no nulo. 
2) para T -re 4cJ;  (por 10s valores  de 10s coef ic ientes)  y ambos v 
divergen como cte/T 
3) v1 no puede anularse mientraa que hay una temperatura T c para la cual  
v2 s e  anula. E l  va lor  de Tc se obtiene haciendo v 2 4 en la. ecuaciones 
(IV-la), encontrando e l  va lo r  de II; (que s e  ind ica r f  conJr,) qtut s a t i s f a c e  
l a  ecuaci6n (IV-18a) para 102 y sustituyendolo en (IV-18a) para i l l .  Se 
l l e g a  a (en e l  caso b l a ~ 1 . 2 )  
Cuando se calcula numsricamente se encuentra que para T <  T la soluci6n 
C 
con la menor energia libre es la ii). Como encima de T la Gnica soluci6n 
C 
existente es la i), el sistema tiene una transici6n de fase entre una 
estructura en dos subredes del tip0 molinete (a baja temperatura) y una 
estructura en una subred. En T ambas energias libres son iguales. Como 
C 
el cambio en 10s parsmetros v es discontinuo (ver esquema de la fig.IV-4) 
la transici6n es de primer orden. 
Fig.IV-4 DistribuciSn de probabilidad orientacional para 
cuadrupolos no cuadrados justo un poco por deba- 
jo y por encima de la temperatura critica. La 
funci6n n para cada sitio se grafica en coor-. 
denadas polares (las excentricidades esth exage- 
radas). En esta figura b/a =1.2. 
- - - - -  
Para verificar que la transici6n es de primer orden se puede colcular el 
calor latente de la transici6n. Para ello se sustituyen las ecuaciones 
(IV-9 a IV-13) en la ecuaci6n de la entropia (IV-7) e indicando con 10s 
sZmbalos ) y 4 la situaci6n de alta y baja temperatura respectivamente 
se llega a que el calor latente (por mol6cula) de la.transici6n es 
*2  En el caso b/a = 1.2, a=5i, Q1=l .2 eA , Q2- 0, se encuentra qua T 415 l4 
C 
La caracterfsfica quiz5 6 s  distintiva de este sistema es que a 
altas temperaturas el pariimetro de orden <no se anula nunca, es decir, 
hay un cierto orden remanente para toda temperatura finita. La 
explicaci6n es la siguiente: supongamos que a altas temperaturas el 
desorden fuera total. Si la distribuci6n de probabilidad fuera isGtropa, 
el momento cuadrupolar promedio se anularia s6lo en el caso de un 
cuadrupolo cuadrado. Pero cualquier cuadrupolo es la suma de un 
cuadrupolo cuadrado y uno lineal. En un cuadrupolo lineal totalmente 
desordenado la distribuci6n de carga es equivalente a la de una 
circunferencfa uniformemente cargada con una carga puntual en su centro 
la que crea un gradiente de campo el6ctrico no nulo. Por lo tanto, 
cuadrupolos no cuadrados totalmente desordenados ubicados en una red 
rectangular crean siempre un gradiente de campo elGctrico net0 en sus 
sitios que deberia favorecer alguna orientaci6n. Esto contradice la 
hip6tesis de desorden total. Es conveniente enfatizar que este resultado 
no es cierto en tres dimensiones donde el campo externo a una 
distribuciSn is6tropa de carga neta nula es cero. 
c) Red Triangular 
Se consideran tres casos: estructuras en una, dos y tres subredes. 
Una caracterzstica importante de esta red es que en 10s tres casos 10s 
coeficientes D de (IV-18a) se anulan. Por lo tanto el tensor cuadrupolar i 
solo actGa a travQs del tcrmino Q -Q Este hecho es una consecuencia de 1 2' 
la simetrIa de la red. 
Como 10s coeficientes en el sistema de ecuaciones (IV-18) son todos 
positivos, la Gnica soluciSn admisible es la trivial. 
Como 10s signos y valores relativos de 10s coeficientes Bij, C son 
ij 
distintos de 10s de la red cuadrada, se obtienen soluciones 
v cualitativamente diferentes. Ahora hay una iinica solucidn trivial: 
C O S ~  = C O S ~  (32 10, sen2P, =-sen2Pe+l, v 1 =v 2' Esta conf iguracidn (ver 
fig.IV-5) recibe el nombre de estructura en espina de pescado. 
Fig.IV-5 Configuraci6n en espina de pescado caracterfstica 
de una red triangular de cuadrupolos. En la sec- 
ci6n IV-3 donde se discuten las configuraciones 
de una monocapa de moleculas de N2 adsorbidas en 
grafito se encuentra que 6sta es la configuraci6n. 
de baja temperatura. Las mol6culas estk en eL 
centro de cada tercer anillo de carbonos. 
- - L _ - -  
Esta solucidn vale para temperatwas inferiores a una cierta T: c ' con 
Hay una soluci6n no trivial con Pt = @  , k = O +  '% Y a=@+Y 
( arbitrario) que existe por debajo de una cierta temperatura T'. Como C 
esta solucidn resulta tener una energia libre mayor que la del caso C2), 
no es de inter& ffsico. 
Intuitivamente, no parece lbgtco esperar que una divisidn en mSs de 
tres subredes tenga una energfa electrosthtica menor que la de la 
estructura C2. En otras palabras, se ha encontrado que una red triangular 
de cuadrupolos tiene una transicih de fase de una estructura en espina 
de pescado a una estructura totalmente desordenada. Esta transiciiin es de 
segundo orden pues v y v tienden a 0 cuando T 4  Tc. 1 2  
3.N- adsorbido en grafito 
L 
Experiencias realizadas con dispersidn de neutrones (Kjems et al. 
(1974,1976)) han permitido determinar (para T <  4 7 ~ )  la existencia de una 
fase de N2 fisiadsorbido en grafito con las molEculas de N2 ubicadas en 
posiciones regulares con respecto a1 sustrato (ver fig.IV-5). Eckert et 
al. (1979) detectaron una transici6n orientacional del tipo 
orden-desorden y, mSs recientemente, Diehl et al. (1982) encontraron por 
medio de difraccidn de electrones de baja energia (LEED) que la fase de 
baja temperatura es una estructura en dos subredes con una configuracidn 
en espina de pescado y el calor especffico fue medido por Migone et al. 
(1983). En lo que a trabajos te6ricos se refiere (Berlinsky y Harris 
(1978), Harris y Berlinsky (1971), Fuselier et al. (1978), O'Shea y Klein 
(1979), Mouritsen y Berlinsky (1982) todos suponen una interaccian 
electrosthtica cuadrupolar entre primeros vecinos solamente, cosa que no 
sucede con nuestros c~lculos. En Berlinsky y Harris (1978), Harris y 
Berlinsky (1979) se incluye la interaccidn entre una molLcula 
fisiadsorbida y el sustrato y se la caracteriza por un parsmetro Vc. 
Haciendo el chlculo en la aproximaci6n de campo promedio se encuentra que 
para - o b 4  V < V (V es un valor Ifmite) las molSculas permanecen en el 
C 0 0 
plano en la configuraci6n de espina de pescado. Este cSlculo es para un 
sistema c6ntic0, except0 que la temperatura critica se encuentra tambiEn 
para un sistema clgsico como la monocapa de N Fuselier et al. (1978) 2 
agregan a la interacci6n cuadrupolar 10s potenciales tip0 Lennard-Jones 
de las uniones N-N y N-C y calcularon la estructura para T = OK; tambign 
encuentran la estructura en espina de pescado. O'Shea y Klein (1979) y 
Mouritsen y Berlinsky (1982) realizaron estudios con el mstodo de Monte 
Carlo (suponiendo ~ 6 1 0  la interacci6n cuadrupolar) y tambiSn eucontraron 
la existencia de una transicion de fase entre una estructura en espina de 
pescado y otra totalmente desordenada. 
Si se aplica el modelo discutido en el caso C2) de la secci6n 
anterior, se obtiene la estructura en espina de pescado y la transicih a 
una estructura desordenada con una temperatura critica que depende del 
momento cuadrupolar del N2. Con, el N2 es una mol6cula lineal, la 
cantidad Q que aparecfa en la secci6n anterior se anula (vet ecuaci6n 2 
IV-24) y Q1 - Q2 corresponde a1 Q utilizado en la literatura. 
En cuanto a1 valor de Q a utilizar en la ecuaci6n (lV-28) hay 
dif erentes posibilidades que varfan desde el valor experimental de 
Buckingham et al. (1968) para el estado gaseoso hasta el correspondiente 
a1 modelo I1 de Kjems y Dolling (1975). Algunos de estos valores se dan 
en la tabla IV-2 asf como las correspondientes temperaturas crfticas 
obtenidas de acuerdo con la ecuacidn (IV.28). 
Tabla IV-2 
Momentos cuadrupolares da la lwl6cula N y T de N2 en grafito 2 c 
Q e A 2  I Tc(OK) I referencia 
Buckingham et al. (1968) 
Cade et al. (1966) (teBrice) 
Kjetas y Dolling (1975) (moddo 1) 
Buselier et al. (1978) 
K j m  y Dolling (1975) (&lo 11) 
El valor experimental de la temperatura crltica es 3m (Diehl et 
a1.(1982), Eckert et al. (1979) 6 27K (Migone et al. (19833) pero b y  
evidencias de que un cierto grado de orden permanece hasta a menos 40R 
(Diehl et al. (1982)). Por el lado de 10s resultados teBricos Z s a . ~  ~n solo 
resultado explicito: OfShea y Klein (1979) dan Tc-28 _+ 5 ' ~  J e1 mornto 
cuadrupolar que emplean es el de Buckingham et al. (1968) para el N2 
gaseoso. Mouritsen y Berlinsky (1982) dan un valor no especiflcado que en 
base a 10s datos y gr6ficos de su artfculo estimamos se encueatrb entre 
90K y 5OK. Por otro lado, Harris y Berlinsky (1979) encumtran una 
temperatura critica fuertemente dependiente del parhetro deacoaocido Vc 
que describe la interaccidn con el sustrato. 
Por iiltimo, ninguno de 10s trabajos mencionados discute las 
hip6tesis bssicas involucradas en este tip0 de trabajo: 1) el reemplazo 
de la molCcula N2 por un cuadrupolo puntual y 2) la no consideraci6n del 
potencial de interacciBn &torno-btoolo. Para finalizar con este capitulo 
discutiremos brevemente ambas hipbtesis. 
1) Segiin Kjems y Dolling (1975) si se calcula en N2 sdlido la f~erZa 
electrost6tica entre un par de ml8culas primeras vecinas con cuadrupolos 
puntuales, el resultado difie~e s6lo en un 6% de la fuerza calculada con 
distribuciones de carga extendidas (ver discusi6n debajo de la ecuaci6n 
(4)). Para N2 adsorbido en grafito la diferencia deberia ser aGn menor 
(la separacisn entre primeros vecinos en N s6lido es 3.99 A (Scott 2 
(1976)) y para N2 adsorbido en grafito es 4.26A). AdeGs, la disminuci6n 
del valor de Q con respecto a1 valor experimental del N2 gaseoso podria 
interpretarse como una reducci6n en el tam50 de la nube electrhica, lo 
que daria una base aGn d s  firme a la aproximaci6n de cuadrupolo puntual, 
(ver Ng et al. (1977), tabla 7). Es interesante observar que una 
disminuci6n similar de las interacciones electrost5ticas ftte encontrada 
en acetileno s6lido (Gamba y Bonadeo (1982)), en C12 (Butgos et al. 
(1982)) y Br2 (Gamba et al. (1984)). 
2) En nuestro trabajo, asf cow, en todos 10s trabajos tedricss previos a 
T f 0 K, las molLculas interactiian entre sf a travLs de la Sateracci6n 
cuadrupolo-cuadrupolo exclusivamente. Sin embargo, el potencfal Stow,- 
Qtomo del tip0 de Lennard-Jones da una interaccih neta mol$cula-rwlCcula 
que, en principio a1 menos, es anisotr6pica. Por lo tanto, se precisa 
justificar su no inclusi6n. Como estamos interesados en la parte de la 
energia que est6 asociada con las orientaciones moleculares, un criterio 
posible a utilizar es comparar la variacidn angular de las energias de 
interacci6n cuadrupolo-cuadrupolo y de la energia de interacciiin molEcu- 
la-molCcula con el potencial de Lennard-Jones. Para el poteneial de 
Lennard-Jones la variaciBn angular depende de 10s par&netsos 6 C del 
potencial y de la distancia interatdmica d. Kjems y Dolling (1975) 
proponen dos conjuntos dfferentes de parsmetros. En el primer conjunto 
(que incluye una "distancia efecriva btomo-Qtomo" que es un 16% d s  chica 
que la experimental) la dxima variacidn de la energia cuadrupolo-cuadru- 
polo es d s  del doble que la correspondiente para el potencial Lennard- 
Jones. Para el segundo conjunto (que incluye a la distancia d experimen- 
tal) las dos variaciones son aproximadamente las mismas pero, si dismi- 
' 1 
nuimos el valor de <en un 10% kk variacidn de la energxa elsctrostiitica 
y" es 8 veces d s  grande que la v&&acidn Lennard-Jones. Esta dislPinucidn de 
la fluctuacidn en la energfa dr Lemnard-Jones es relativamente insensible 
a E y, por la dispersi6n que s~ Gabitual encontrar en 10s parhetros de 
Lennard-Jones, esta d i s m i n u c ~ ~  de C 6-0 es descabellada. En otras 
palabras, es posible encontrar un eonjunto razonable de parhetros tales 
que la parte anisotrdpica de la qergia de Lennard-Jones es' mucho menor 
que la correspondiente en el caso cuadrupolo-cuadrupolo. Esta es una 
posible justificacidn para el uso del potencial cuadrupolo-cuadrupolo 
amclusivamente en la investigacibn de la coqducta orientacional de la 
mnocapa de N2 sobre grafito. BsCa cancelacib pricticauwate fortuita 
concuerda con otros hechos experSPpentale8 discutidos en la 134 de 
Scott (1976). 
CONCLUSIONES 
En este trabajo se desarroll6 un modelo que intenta investigar 
hasta que punto se puede describir, usando exclusivamente interacciones 
electrosthticas, la conducta de grupos moleculares que, cuando esthn 
inmersos en un cristal, pueden rotar (libremente o entre varias 
posiciones). Se considera que las moliSculas estfin fijas en sus posiciones 
y, por lo tanto, no se toman en cuenta las vibraciones de la red. Por 
supuesto que no se pretende que una descripci6n tan sencilla como Gsta, 
sea aplicable de manera indiscriminada. En el Capltulo 111, secci6n 6 en 
base a una comparaci6n de 10s resultados obtenidos en C1H y KFCT usando 
interacciones electrosthticas se concluy6 de manera tentativa y 
cualitativa que las interacciones electrostbticas pueden describir 
aceptablemente la realidad si 10s grupos moleculares estfin 
suficientemente alejados entre sf como para que no se noten 10s efectos 
del principio de exclusi6n de Pauli (provocado por una superposici6n de 
nubes electrostbticas). No parecerfa tener la misma importancia 
cualitativa la estructura en capas del KFCT, per0 eso es una conjetura no 
probada. 
Teniendo en cuanta este tip0 de materiales es que en el capltulo I1 
se formula el modelo de multipolos puntuales interactuando electrostgti- 
camente. Se avanza en una descripci6n general en la aproximaci6n de campo 
promedio hasta el punto en que se observa que las dificultades anallticas 
son aparentemente insuperables. Por lo tanto, en el Capztulo I11 se ana- 
liza un sistema simple en tres dimensiones: dipolos interactuando entre 
sl en presencia de iones y de un capo externo. Como este sistema puede 
ser ferroel6ctrico y se sabe que hay cristales ferroelGctricos para 10s 
cuales la polarizab'ilidad es fundamental (ver por ej. Kittel (1971), se 
incluye la polarizabilidad escalar y se encuentra que, desde un punto de 
vista formal, el efecto de la mism en la ecuaci6n para la energfa elec- 
trostztica es redefinir coeficientes pero no alterar la foma de dicha 
ecuacibn. En consecuencia, el efecto de la polarizabilidad puede ser in- 
cluso cualitativamente importante en el sentido de privilegiar una solu- 
ci6n distinta de la existente sin polarizabilidad (secci6n 111-5) per0 no 
puede llegar a1 extremo de cambiar el conjunto de soluciones posibles. 
El comportadento que se encuentra en el sistema de dipolos en tres 
dimensiones es en parte cualitativamente correcto. Es decir, se encuen- 
tran transiciones de fase entre'una fase desordenada (paraelfctrica) y 
otra ordenada, una temperatura critica que est5 cercana a1 valor 
esperado, exponentes criticos qua son 10s de campo promedio y que, por el 
largo alcance de la interacci6n dipolo-dipolo, se espera que el 
apartamiento de estos valores con respecto a 10s correctos se produzca en 
un entorno muy pequeiio del punto critic0 (criterio de Ginzburg). En 
particular se vi6 que la polarizabilidad aumentaba la estabilidad del 
sistema (subia su temperatura critica) y modificaba el valor de 10s 
'.7 -9. - 
a 
coef icientes de cantidades tales como el calor especif ico >., ' 
- 
7 
susceptibilidad, etc. Si la polarizabilidad superaba un cierto valop -:*: 
umbra1 se estabilizaba un ordenamiento distinto de 10s dipolos y sea:, . 
,,,*-- - 
observe gue el umbral requerido era inusualmente alto. En el caso del'?" 
RFCT, con una celda elemental muy complicada, es dificil cuantificar 1$&' 
a ? ? -  
,:-:- 
diferencia en temperatura critica con el ejemplo calculado de red tetra- 
gona1.Esta.s caracteristicas, cualitativamente correctas, se ven 
desmejoradas por un serio error cualitativo: el tip0 de ordenamiento 
encontrado no es el correcto. Este resultado lleva a analizar las 
limitaciones de una aproximaci6n de dip010 puntual y se encuentran tres 
posibles fuentes de error: 
1) Como se esth trabajando con mec3nica estadlstica cl6sica la entropia 
se hace negativa para temperaturas suf icientemente bajas y por lo tanto 
lejos del rango de inter&. 
2) La aproximaci6n de campo promedio puede dar transiciones de fase 
inexistentes. Una posible soluci6n (quiz5 la d s  sencilla) es incluir el 
campo de reacci6n de Onsager pero, como en otro problema (dipolos en 
ausencia de cargas y campo externo) se obtenia el ordenamiento correct0 y 
el campo de reaccidn complicaba mucho la matedtica, se decidi6 no 
incluirlo. 
3) Si el multipolo de mayor grado que se incluye es el dipolo, no se 
estzn teniendo en cuenta 10s efectos de forma y tamaiio de la mol6cula. Es 
decir, no se detectan ni rotaciones de la moldcula como w todo con el 
momento dipolar como eje de rotaciBn, ni tampoco 10s gradientes de campo 
eldctrico existentes. Minimizando la energfa electrostLtica en redes 
tetragonales con c/a=1.5 se encontrd que el cuadrupolo es el momento 
multipolar cualitativamente importante. El resultado obtenido fue que el 
ordenamiento molecular se corrfa en la direccidn correcta y que el signo 
de las cargas cercanas a la mol6cula afectaba a ese ordenamiento, efecto 
local que describe cualitativamente la influencia del entorno de la 
mol6cula sobre Bsta. 
En resumen, la conclusiBn importante es que generalmente deben 
incluirse multipolos superiores a1 dipolo en cualquier aproxintaci6n de un 
cristal real. Se propone entonces una extensiBn del modelo de dipolo 
pwtual en donde las mol~culas se aproximan por ramilletes de dipolos con 
la condicidn de' vfnculo de que la estructura se mantenga rfgida en 
promedio. Por supuesto que esa es una aproximaci6n a toda la distribuciSn 
de cargas de la mol6cula y, en Gltima instancia, el problema principal a 
resolver ( en un sentido formal) no es en que orden del desarrollo 
. .  , 
,:: I , - ' multipolar detener la expansiiin de la energia electrost5tica sin0 qu6 
influencia tiene el vInculo introducido en las propiedades del modelo. Se 
observa que el vinculo es una condici6n que mezcla todas las componentes 
del vector de parsmetros u (s) i de una manera no lineal y no separable. 
Por lo tanto, el sistema de ecuaciones resultante incorpora la 
caracteristica cualitativamente nueva que ya no va a ser 16s separable en 
ecuaciones independientes, es decir, las ecuaciones para ux, u van a Y 
depender siempre de u . Eso apunta por lo tanto a que a temperaturas no 
Z 
nulas se obtenga el mismo comportamiento que se obtuvo a O°K a1 incluir 
el cuadrupolo. Lamentablemente, esta caracteristica fisicameate deseable 
(la mezcla de componentes) hace m y  complejo el sistema desds un punto de 
vista numgrico. En resumen, este modelo tiene una fase ordenada a T=O°K 
con un ordenamiento que, para la simulaci6n del KFCT, tiene una 
componente z del momento dipolar no nula, que para TIO°K enlaza 
inextricablemente la componente z con las otras componeates y que, 
evidentemente, a1 incrementar la temperatura se desordena, o sea tiene 
una transici6n de fase que, a1 menos cualitativamente, avanza en el 
sentido de corregir la caracterfstica indeseada antes mencionada. 
En el Capftulo IV se discute la aplicaciBn de este modelo a 
sistemas bidimensionales. El sistema bidimensional que se considera es 
una red de cuadrupolos puntuales y se analiza en detalle la conducta de 
redes cuadrada, rectangular y triangular. Para redes cuadrada - y . 
. . 
triangular se encuentra que el'sistema tiene una transiciiin de segundo 
orden de tip0 estructural entre una fase ordenada con 10s cuadrupolos en 
una cierta orientaci6n y otra totalmente desordenada. Para la red 
rectangular se encuentra que, sag& el tipo de cuadrupolo que se ubique 
en 10s sitios de la red, la transici6n es de primer0 6 de segundo orden. 
La transicidn de segundo orden es totalmente similar a la red de las 
redes cuadrada y triangular. En el caso de la transicidn de primer orden 
la transici6n es de una estructura ordenada dividida en dos subredes a 
una estructura tambien ordenada y en una sola subred. Esta iiltima 
estructura no se desordena nuaca para temperaturas finitas. La razdn es 
que, por la menor simetrfa de la red rectangular, en 10s sitios de la red 
hay un gradiente de campo elgctrico provocado por 10s mismos cuadrupolos. 
Se verific6 que esta transicih es efectivamente de primer orden 
calculando el calor latente de la transici6n. Por iiltimo se aplic6 este 
modelo a1 estudio de una monocapa de 'N? adsorbido en grafito. El 
ordenamiento calculado coincide con el medido y la temperatura.critica, 
que depende muy fuertemente del momento cuadrupolar asignado a la 
molGcula N2, est5 en un acuesdo razmable con la aperimcia. Para 
completar esta aplicaci6n a un sistema obtenible en el laboratorio, se 
discuten brevemente las hip6tesis bbicas subyacentes en esta aplicacib. 
Estas hip6tesis son: 1) considerar a la mol6cula N2 como un cuadrupolo 
puntual y 2) no tener en cuenta el potencial de interacciln atemo-atom 
en las interacciones intermoleculares. La conclusi6n a la que se llega es 
que estas hip6tesis son razonables aunque esta concordancia parezca un 
tanto fortuita. 
Apdndice A 
CALCULO DE LA CONSTANTE DE NOl@&&XWION i PARA EL CASO TRIDIMEIISIOHAL 
E l  problem e s  calcular l a  i n t e g n l  (ec.  111-16) 
(A- 1 1 
Explicitamente 
+o,, J r ~ ~ b c ~ ] d ~  
(A-2 
Usando l a  representac ih  integral  (Gradshteyn y Ryzhik (1980) ecs.8.431) 
para l a  f u n c i h  de Bessel modificada de primera especie  10 (1) 
queda 
1 
pues 
donde 
o sea  
Como 10 (z)  = Jo ( i z )  y usondo la integral  (Morse y Fishbach (1953), 
n-m 
(A-8) 
fbm es e l  polinomio asoeiado da Legendre. Con n=m=O. se obeiane 
Definiendo 
o sea,  
se obtiene 
y por l o  t an to  
con 
la  funciSn esfEr ica  de Bessel de orden cero. Por l o  t an to  
(A- 1 4) 
CALCULO DE INTEGRALES EN EL C@Q B4DIMENSIONAL 
Las integrales que se precisan cnlcular se dan en 1.8 ecuaciones 
(IV-11,12) y son 
Para ello en la expresian para la funci6n generatriz de las funciones de 
Bessel modificadas (Abramowitz y Segun (1968) 
se hacen las sustituciones 
se multiplican miembro a miembro las dos expresiones r d t a n t e s  y 
escribiendo 
se llega a 
e - e A ~ P U L Q , ? ~ )  (B-6) 
i s  y 7 ' 
Multiplicando por e y haci 
se obtiene M (2.?,fdcr p &. ~ r r e  i 7 J om-!! a (CCJS~~I  
nt: -& 0-8) 
En 10s pasos siguientes se va a usar la relacitin triangular entre las 
funciones de ~essel.(E?d6lyi (1953). vol.11, ec.36) 
- donde 
Entonces si en la ecuaci6n (B-8) .-se hace n=O, y se usa el hecho que 
I ( z )  = I ( z )  se llega a 
-m m 
Haciendo n=2 y separando parte real e imaginaria, se obtiene 
y, por lo tanto 
4, .  z n e q ~ t a ,  
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